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Commenc¸ons par une de´finition :
Un cryptarithme est un petit casse-teˆte arithme´tique. Dans une ope´ration, les
chiffres ont e´te´ remplace´s par des lettres (le plus souvent, de sorte que cela forme
un mot qui ait un sens). Le but du cryptarithme est de retrouver la transformation.
Les re`gles suivantes sont en ge´ne´ral respecte´es :
– un chiffre donne´ est toujours remplace´ par la meˆme lettre.
– une lettre donne´e repre´sentera toujours le meˆme chiffre.
– un nombre ne commencera jamais par 0.
Un cryptarithme est parfait s’il n’admet qu’une seule solution. Ce n’est malheu-
reusement pas le cas pour le suivant qui admet autant de solutions que ce me´moire
admet de parties. . .
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Ce long me´moire est constitue´ de trois parties. Il serait malencontreux de penser
ces parties inde´pendantes les unes des autres. Il s’agit plutoˆt des points de fixations
entre lesquels le sujet ve´ritable est e´tire´, mon ambition premie`re e´tant de mettre
en e´vidence les veines jugulaires qui irriguent le tissu commun.
La premie`re partie traite des flots d’Anosov, essentiellement en dimension 3.
Leurs proprie´te´s ergodiques, bien que riches et inte´ressantes, et qui, selon toute
vraisemblance, constituaient le premier centre d’inte´reˆt de V.V. Anosov ([6]), n’y
sont pas discute´es. Comme il est un peu plus de´veloppe´ dans l’introduction de cette
premie`re partie, le sujet d’e´tude ici est avant tout l’aspect topologique, reliant la
dynamique du flot avec la topologie ambiante. Ceci s’inse`re dans une tradition qu’on
peut remonter jusqu’a` M. Morse, J. Hadamard et H. Poincare´. Comme auteurs
ayant travaille´ sur ce genre de questions, sous l’impulsion de S. Smale ([179]),
citons en premier lieu J. Franks ([87]), A. Verjovsky ([189]), J.F. Plante, suivis
des travaux de J. Christy, D. Fried, ainsi que ceux de E. Ghys, poursuivis par les
miens, en paralle`le avec ceux de M. Brunella, S. Fenley et V.V. Solodov. Signalons
aussi des contributions ponctuelles importantes par W. Thurston, S. Goodman, M.
Handel. Cette proble´matique est cousine de celle apparaissant dans les travaux de L.
Mosher, D. Gabai, prolonge´e re´cemment dans le contexte plus large des feuilletages
de codimension 1 par D. Calegari, M. Brittenham, S. Fenley, R. Roberts.
La deuxie`me partie traite des (G, X)-structures. Un groupe G e´tant fixe´, agis-
sant de manie`re analytique sur un espace ge´ome´trique mode`le X , quelles sont les
varie´te´s admettant un atlas dont les cartes prennent leurs valeurs dans X , les chan-
gements de cartes s’exprimant par restriction a` des ouverts de X d’e´le´ments de
G ? Et, sur une varie´te´ donne´e, comment peut-on cataloguer tous les atlas de ce
type ? Il s’agit-la` d’un the`me riche, qui a droit de cite´ dans tous les registres de la
ge´ome´trie ; de manie`re plus approprie´e, disons que le langage des (G, X)-structures
est utile pour exprimer - et re´soudre - certains types de question liant ge´ome´trie et
topologie. Dans la § 7.4, je passe en revue certains de ces domaines, et en dresse
un historique sommaire : ge´ome´trie riemannienne en courbure constante, ge´ome´trie
affine plate, ge´ome´trie projective re´elle et complexe, et d’autres. En sus de C. Ehres-
mann, fondateur de la notion, je ne citerai ici comme auteurs principaux auxquels
se re´fe´rer que Y. Carrie`re, D. Fried, W. Goldman, S. Matsumoto. C’est la lecture
de leurs travaux qui auront au premier chef nourri ma propre contribution ; mais
je ne saurai bien suˆr omettre de citer ceux de W. Thurston, qui aura joue´ un roˆle
e´minent dans la diffusion de cette notion, en lui accordant un roˆle de premier plan
dans le domaine de la topologie de dimension 3.
Le troisie`me et dernier pilier de ce me´moire s’e´rige dans le domaine de la
ge´ome´trie lorentzienne. Il trouve d’une part ses fondations dans les nombreux tra-
vaux sur les varie´te´s lorentziennes compactes a` courbure constante : citons, sans
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pre´tendre a` l’exhaustivite´, Y. Carrie`re, D. Fried, W. Goldman, M. Hirsch, B. Klin-
gler, R. Kulkarni, etc... Relevons aussi les travaux autour des espaces de Margulis
issues d’une question de J. Milnor, et auxquels ont contribue´, outre G. Margulis,
V. Charrette, T. Drumm, W. Goldman, et F. Labourie.
Mais cette troisie`me partie trouve aussi ses bases dans les multiples travaux
effectue´s sous le patronnage de la Relativite´ Ge´ne´rale, qui, dans leurs expressions
les plus mathe´matiques, se rattachent le plus souvent a` la the´orie des e´quations aux
de´rive´es partielles, ainsi qu’a` la ge´ome´trie diffe´rentielles a` la Cartan. Citons, parmi
bien d’autres, Y. Choquet-Bruhat, R. Geroch, S. Hawking, R. Penrose. Cette ap-
proche a aussi donne´ lieu au de´veloppement dans le contexte lorentzien de me´thodes
classiques en ge´ome´trie lorentzienne, comme par exemple l’e´tude de l’e´quation de
Jacobi, e´tude des points conjugue´s, analogue des the´ore`mes de comparaison de
Topogonov, ou` apparaissent des subtilite´s propres  la ge´ome´trie lorentzienne (nous
conseillons sur ces aspects le livre de Beem - Ehrlich [33]).
De ce terreau fertile a e´merge´e en particulier la notion d’hyperbolicite´ globale,
lie´e au concept de causalite´ das un espace-temps.
Dans la communaute´ mathe´matique, le premier a` ve´ritablement concilier ces
deux traditions est G. Mess, dans le remarquable preprint [148] - du reste, large-
ment diffuse´ au sein de la communaute´ physique (voir par exemple [53]), ainsi
que son e´tudiant K. Scannell ([173]). Cette approche connait actuellement un
de´veloppement, au sein duquel j’ai le sentiment de jouer un certain roˆle, a` cote´
d’acteurs tels L. Andersson, R. Benedetti, F. Bonsante, G. Galloway, M. Guediri,
A. Zeghib.
Dans cette description succinte des diverses parties de ce me´moire, j’ai malicieu-
sement pris soin de ne pas laisser paraˆıtre de manie`re trop e´vidente leurs e´le´ments
communs. Ceux-ci existent pourtant bel et bien. Ainsi, au centre des me´thodes et
ide´es de´veloppe´es dans mes travaux transparait la nature transversalement lorent-
zienne des flots d’Anosov en dimension 3 : de manie`re ge´ne´rale, en cette dimension,
un flot est tangent a` deux feuilletages de codimension 1 transverses l’un a` l’autre
si et seulement si il est transversalement lorentzien conforme, et il est transversa-
lement lorentzien si et seulement si il pre´serve une forme volume. Cette optique
apparait chez A. Avez ([11]), E. Ghys ([104]). Elle n’est pas seulement anecdo-
tique : elle apparait clairement dans les preuves classiques de certaines proprie´te´s
fondamentales des flots d’Anosov (voir remarques 2.12, 2.18), ainsi que dans les
de´finitions de flots d’Anosov De´sarguiens (§ 2.2.4, the´ore`me 3.2) et quasi-fuchsiens
(remarque 2.22). Voir aussi le commentaire sur la preuve du The´ore`me de Ghys
6.3. Dans ce registre d’ide´es, mettons en avant la caracte´risation lorentzienne de la
proprie´te´ Anosov (lemme 1.4).
L’interface entre syste`mes d’Anosov et (G, X)-structures se manifeste a` travers
la notion de repre´sentations (G, Y )-Anosov mise en forme re´cemment par F. Labou-
rie (voir § 7.3) : cette notion illustre parfaitement comment la stabilite´ structurelle
des syste`mes Anosov peut se transfe´rer dans le contexte ge´ome´trique, permettant de
garder trace apre`s de´formations de certains objets de nature dynamique utiles pour
recomposer la ge´ome´trie de´forme´e. J’ai donc mis en vedette cette approche dans ce
me´moire : dans le cadre des structures projectives complexes (§ 7.4.3, l’approche
classique par D. Sullivan ([183]) est du reste de meˆme nature et provient elle aussi
de la stabilite´ structurelle), des structures projectives re´elles (remarque 7.16), et,
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surtout, celui des varie´te´s drapeaux (chapitre 9), contexte dans lequel je peux re-
vendiquer un apport personnel. Les liens entre les deux premie`res parties se re´ve`lent
e´galement dans la liste des flots transversalement projectifs sur les fibre´s de Seifert,
ou` les flots d’Anosov De´sarguiens et leurs flots horocycliques associe´s accaparent
les premiers roˆles (chapitre 10).
Quant aux liens entre les deux dernie`res parties, ils consistent tout simplement
dans le fait que mes contributions en ge´ome´tries lorentziennes interviennent dans le
contexte ou` la courbure ambiante est constante, ce qui signifie imme´diatement que
les varie´te´s lorentziennes sont des (G, X)-varie´te´s ou` X est l’espace de Mikowski,
l’espace de Sitter ou l’espace anti-de Sitter, et G le groupe d’isome´trie correspon-
dant.
Description du contenu du me´moire
J’ai accorde´ un soin particulier aux de´finitions et notions e´le´mentaires. D’une
part, meˆme si elles disposent d’une diffusion assez large, il est plus rare de les voir
re´unies dans un meˆme texte, et il m’a semble´ pre´fe´rable de ne pas pre´juger que le
lecteur soit de´ja` familier avec chacune d’entre elles. D’autres part, cela` m’a permis
de de´velopper ce faisant quelques commentaires personnels.
La premie`re partie traite des flots d’Anosov, essentiellement en dimension 3.
Dans le premier chapitre, j’en donne la de´finition, et met en place les e´le´ments
essentiels de mon e´tude : les divers espaces d’orbites, ainsi que le contenu de mon
article [19], ou` sont de´crits les dynamiques d’home´omorphismes de 1-varie´te´s non-
se´pare´es.
Au second chapitre, je passe en revue tous les proce´de´s connus pour construire
des exemples de flots d’Anosov de dimension 3, notamment les proce´de´s chirurgi-
caux. J’en ai profite´ pour inclure la re´daction pointilleuse et exigeante de la preuve
d’un The´ore`me de chirurgie de S. Goodman (proposition 2.30).
Au troisie`me chapitre, je pre´sente et de´montre un The´ore`me de J. Plante, ca-
racte´risant les suspensions comme e´tant, a` e´quivalence topologique pre`s, les seuls
flots d’Anosov supporte´s par un fibre´ sur le cercle. J’y aborde aussi un The´ore`me de
Ghys, qui stipule que tout flot d’Anosov sur un fibre´ en cercles est, a` reveˆtements
finis et e´quivalence topologique pre`s, un flot ge´ode´sique. J’en de´cris une preuve
alternative, extraite de mon article [18].
Le chapitre suivant est consacre´ a` mes travaux sur les flots d’Anosov sur les
varie´te´s graphe´es au sens de Waldhausen. Il de´bute d’abord par un compte-rendu de
mon article [17], qui permet, sous certaines conditions, de mettre en bonne position
par rapport a` un flot d’Anosov donne´ les tores incompressibles apparaissant dans la
de´composition de Jaco-Shalen de la varie´te´ ambiante. Je de´cris ensuite le contenu de
[18], dont le The´ore`me principal s’e´nonce de la manie`re suivante : Tout flot d’Anosov
sur une varie´te´ graphe´e principale qui n’admet pas d’orbite pe´riodique librement
homotope aux fibres re´gulie`res d’un morceau fibre´ est topologiquement e´quivalent a`
un exemple de Handel-Thurston ge´ne´ralise´. J’y signale aussi un The´ore`me ine´dit
(The´ore`me 4.14) - certes, sans ve´ritablement de preuve re´dige´e, mais qui m’a
semble´ utile d’inclure sous la forme, disons, de conjecture. Je termine cette section
par un aperc¸u sur mon article [20], et les questions non-re´solues ayant trait aux
flots d’Anosov sur les varie´te´s graphe´es.
Au chapitre 5 je conside`re les flots d’Anosov pre´servant une forme de contact.
J’y actualise surtout le contenu de mon article [23], qui ge´ne´ralise cette notion de
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flots d’Anosov-contact, e´tablit un lien distrayant entre ces flots et les plans affines
axiomatiques, et surtout montre que ces flots sont alignables (corollaire 5.15).
Au chapitre 6 j’essaie de dresser un panorama de l’e´tat actuel, a` mon sens, du
proble`me de la classification des flots d’Anosov en dimension 3. S’y trouve aussi
une proposition ine´dite (proposition 6.6) qui me semble trouver sa place naturelle
dans le cadre de ce me´moire.
La deuxie`me partie, de´die´e aux (G, X)-structures, commence avec le chapitre
7. Y sont mis en place les de´finitions, avec une insistance particulie`re sur la notion
de repre´sentations (G, Y )-Anosov. Dans un long paragraphe ”exemples”, je recense
quelques re´sultats en ge´ome´trie affine ou projective, complexe ou re´elle, qui ont
nourri mes propres contributions.
Au chapitre 8 je de´cris mes travaux sur les varie´te´s affines radiales ferme´es
de dimension 3 ([22, 21]), qui en se comple´tant avec ceux de S. Choi, et en col-
laboration avec ce dernier (quoi qu’en retiennent les AMS review) ont mene´ a` la
classification comple`te de ces varie´te´s affines ([68]).
Le contenu du chapitre 9 est pour l’essentiel ine´dit, et devrait eˆtre dans un
proche avenir l’objet d’une publication. Il ge´ne´ralise le contenu de mon article [24] a`
la lumie`re de la notion de repre´sentation (G, Y )-Anosov. Je remercie ici F. Labourie
qui m’a fait prendre conscience de la pertinence de cette notion dans ce contexte
des varie´te´s drapeaux.
Au chapitre 10, j’expose le contenu de [25], essentiellement en en reproduisant
et commentant l’introduction. Il s’agit de la classification des flots transversalement
projectifs re´els sur les varie´te´s de Seifert qui satisfont la ”proprie´te´ de rele`vement
des chemins”, dans l’esprit des travaux ante´rieurs de S. Matsumoto ([146]).
Le chapitre 11 initie la partie ”lorentzienne” de ce me´moire. Je m’y applique
a` introduire les de´finitions et tous le corpus d’ide´es lie´es a` la notion de causalite´,
visant a` motiver le concept d’hyperbolicite´ globale. On peut rattacher en partie ce
chapitre avec mon article de survey [28] avec A. Zeghib.
Au chapitre 12 je pre´sente la ”classification” des varie´te´s lorentziennes plates
Cauchy-compactes (c’est-a`-dire, globalement hyperbolique et admettant une surface
de Cauchy compacte) effectue´es dans [26]. Je la termine en commentant ce qui est
su et ce qui est ignore´ a` propos des proble`mes analogues en courbure contante non
nulle.
Au dernier chapitre je reproduis une version remanie´e de mon article commun
avec F. Be´guin et A. Zeghib ([27, 29]), ou` nous e´tablissons l’existence sur toute
varie´te´ a` courbure constante ne´gative et Cauchy-compacte d’une fonction temps,
dont les fibres sont des surfaces a` courbure moyenne constante.
Ce que ce texte ne contient pas
Quand j’ai initie´ la re´daction de ce me´moire, j’avais en teˆte l’ide´e d’inclure
d’autres sujets, notamment la description des ”Trous Noirs BTZ” (selon les ini-
tiales des auteurs, [12, 13]). En m’initiant a` la ge´ome´trie de ces varie´te´s locale-
ment anti-de Sitter, L. Freidel m’a permis de remodeler profonde´ment mes centres
d’inte´reˆt et d’inspiration. Je souhaitais e´galement pre´senter le flot de Moncrieff, flot
hamiltonien (non-autonome) sur le fibre´ cotangent de l’espace de Teichmu¨ller, dont
l’espace des orbites est en correspondance bi-univoque avec celui des varie´te´s lo-
rentziennes Cauchy-compactes a` courbure constante prescrite, parfaite illustration
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de la communion entre syste`mes dynamiques, ge´ome´trie lorentzienne et structures
ge´ome´triques.
Mais la longueur de´ja` respectable de ce me´moire, et les limites temporelles,
m’ont dissuade´ d’entreprendre d’aborder ces aspects, bien qu’ils eussent illustre´
l’objet actuel de mon travail.
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Premie`re partie
Flots d’Anosov
.Le cryptarithme dynamique suivant est, de plus, parfait : il n’admet qu’une
seule solution.
B O U G E R
+ P O I N T
- - - - - -
O R B I T E
CHAPITRE 1
Une premie`re prise de contact
Le prototype de flot d’Anosov est le flot ge´ode´sique des varie´te´s riemanniennes
a` courbure ne´gative. Un des ve´ritables pionniers sur ces questions est J. Hadamard.
Citons [118], dont l’introduction convient parfaitement a` notre propos :
“Dans un me´moire pre´ce´dent, nous avons applique´ les conside´ra-
tions e´le´mentaires de maximum et de minimum a` l’e´tude des
ge´ode´siques re´elles sur des surfaces quelconques et conside´re´,
en particulier, un cas ou` les e´nonce´s prennent une forme par-
ticulie`rement simple : celui des surfaces a` courbure partout po-
sitive. Je me propose actuellement de traiter (. . . ) le cas ou` la
courbure est partout ne´gative. Dans ce nouveau cas, il est pos-
sible d’arriver a` des re´sultats beaucoup plus complets que dans
le premier et d’e´tablir une discussion ge´ne´rale des ge´ode´siques.”
(. . . ) “Une seule the´orie exige d’eˆtre approfondie d’une fac¸on
spe´ciale pour servir de base au travail actuel : c’est l’Analysis
situs1, laquelle, ainsi qu’on devait s’y attendre apre`s la lecture
des travaux de M. Poincare´, joue un roˆle essentiel dans tout ce
qui va suivre.”
Dans ce me´moire, J. Hadamard e´tablit quelques proprie´te´s fondamentales de
ces flots ge´ode´siques, dont l’existence et unicite´ des ge´ode´siques ferme´es simples
dans une classe d’homotopie libre donne´e, la transitivite´ et syme´trie de la notion
de ge´ode´siques asymptotes.
Puis, Morse entreprit une e´tude plus fine et plus syste´matique des flots ge´ode´si-
ques des surfaces a` courbure ne´gative, et surtout, a essentiellement de´montre´ que
ces flots sont topologiquement e´quivalents entre eux, et qu’en outre, tout flot
ge´ode´sique, d’une me´trique a` courbure ne´gative ou non, est semi-conjugue´ a` ceux
des me´triques a` courbure ne´gative ([154, 155]). Ce principe prend toute sa force
et sa ple´nitude dans les travaux de M. Gromov ([114]) qui a de´gage´ la notion de
groupe hyperbolique et de´fini pour chacun d’entre eux “un flot ge´ode´sique” a` la dy-
namique e´labore´e qui se retrouve dans tout flot ge´ode´sique sur une varie´te´ compacte
dont le groupe fondamental est isomorphe au groupe donne´.
Il s’ave`re que le roˆle privile´gie´ des flots ge´ode´siques en courbure ne´gative est
duˆ avant tout a` leur caracte`re Anosov, tel que de´fini par V.V. Anosov sous la
terminologie de “U-flow” ([6]). V.V. Anosov avait comme pre´occupation premie`re
l’e´tude des proprie´te´s ergodiques de ces flots, pre´occupation qui restera en marge de
ce me´moire. Nous nous emploierons plutoˆt a` voir comment le phe´nome`ne de´crit par
Morse de´passe le cadre des flots ge´ode´siques et s’e´tend aux flots d’Anosov : quelles
1L’analysis situs e´tant ce qu’on appelle en langage moderne la topologie.
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restrictions la topologie d’une varie´te´, voire seulement la nature de son groupe
fondamental, impose-t’elle a` la dynamique des flots qu’elle supporte ?
1.1. De´finitions
De´finition 1.1. Un flot d’Anosov sur une varie´te´ M munie d’une me´trique
‖ est un flot Φt non singulier dont la diffe´rentielle pre´serve une de´composition
TM = ∆⊕Ess ⊕Euu du fibre´ tangent ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
– La direction ∆ est tangente aux trajectoires du flot.
– La direction Ess est contracte´e exponentiellement dans le futur, i.e., il existe
des constantes positives a, b telles que, pour tout vecteur tangent v base´ en
un point x de M et appartenant a` Ess, et pour tout temps t positif :
‖DxΦ
t(v)‖ ≤ be−at‖v‖
– La direction Euu est contracte´e exponentiellement dans le passe´, i.e., il existe
des constantes positives a, b telles que, pour tout vecteur tangent v base´ en
un point x de M et appartenant a` Euu, et pour tout temps t ne´gatif :
‖DxΦ
t(v)‖ ≤ beat‖v‖
Remarque 1.2. Nous conside´rerons aussi e´pisodiquement la notion de diffe´o-
morphisme d’Anosov. Ce sont les diffe´omorphismes ve´rifiant les meˆmes conditions
que les flots d’Anosov, mais ou` bien suˆr il n’y a pas de direction ∆ tangente au flot :
la somme des directions stable et instable est dans ce cas tout le fibre´ tangent.
Nous ne nous inte´resserons pour l’essentiel aux flots d’Anosov qu’a` e´quivalence
topologique pre`s :
De´finition 1.3. Une e´quivalence topologique entre deux flots (M, Φt) et (N, Ψt)
est un home´omorphisme f : M → N envoyant chaque orbite de Φt sur une orbite
de Ψt en respectant l’orientation des orbites. En d’autres termes, si y = Φt(x) avec
t positif, alors f(y) = Ψs(f(x)) avec s positif.
Ainsi, notre inte´reˆt se porte davantage sur le feuilletage (oriente´) Φ que sur le
flot Φt lui-meˆme. Ces de´finitions requie`rent d’ores et de´ja` des commentaires addi-
tionnels :
– Compacite´ : Formellement, la de´finition peut eˆtre produite meˆme lorsque la
varie´te´ M n’est pas compacte - pour peu qu’une me´trique y soit se´lectionne´e.
Mais ce point de vue est peu fertile, qu’on en juge : un simple flot de transla-
tions sur un espace affine est Anosov si on e´quipe l’espace d’une me´trique ad
hoc. Il est pre´fe´rable de se cantonner comme nous le ferons de`s maintenant
au cas ou` M est compacte.
– Me´triques adapte´es : Dans la de´finition, nous n’avons pas pre´cise´ la nature de
la me´trique. Il est confortable et suffisant de la conside´rer comme e´tant rie-
manienne, lisse. A` vrai dire, elle n’est pas intimement lie´e au flot : la varie´te´
ambiante e´tant compacte, les diffe´rentes me´triques de´finissent la meˆme struc-
ture Lipschitz, et le flot est Anosov pour toutes les me´triques de`s qu’il l’est
pour l’une d’entre elles ; seules changent les constantes a et b. La ve´ritable rai-
son d’eˆtre de la me´trique est d’apporter un e´le´ment de controˆle sur l’action de
la diffe´rentielle du flot. Une me´trique riemannienne seulement continue, voire
de Finsler, est tout a` fait apte a` jouer ce roˆle. Cependant, il peut eˆtre utile de
1.2. PROPRIE´TE´S FONDAMENTALES 19
noter qu’il existe toujours des me´triques - dites adapte´es, ou de Liapounov -
pour lesquelles les constantes C valent 1 : il suffit de moyenner une me´trique
quelconque le long des orbites sur un temps suffisamment long pour que la
contribution des ‖DxΦ
tv‖ exponentiellement petits soit pre´ponde´rante.
– Re´gularite´ de la de´composition : La de´composition TM = ∆⊕Ess⊕Euu est
toujours continue, mais il n’est pas ne´cessaire de la reque´rir dans la de´finition :
cette continuite´ est en fait un corollaire des proprie´te´s de contraction et di-
latation exponentielles. Ceci est particulie`rement agre´able, facilitant grande-
ment la ve´rification qu’un flot donne´ est bien Anosov. La continuite´ obte-
nue est meˆme a` vrai dire Ho¨lder. Cependant, cette de´composition reste en
ge´ne´ral peu re´gulie`re. Comme nous le verrons plus tard, la supposer lisse
est extreˆmement restrictif, et certaines conjectures, toujours ouvertes dans le
cas ge´ne´ral, sont de´montre´es lorsque cette de´composition est suppose´e Lip-
schitz ([178]). Le lecteur peut se reporter a` [123] pour une discussion de ce
phe´nome`ne.
– Re´gularite´ : Le flot lui-meˆme est le plus souvent suppose´ lisse (c’est-a`-dire
de classe C∞). Mais cela` n’est aucunement ne´cessaire, et la proprie´te´ essen-
tielle - a` savoir la stabilite´ structurelle, voir plus loin - reste vraie lorsque
le flot lui-meˆme est seulement C1 (voir de´but de § 1.2.4). La` encore, cette
basse re´gularite´ facilite la construction d’exemples. Le point important pour
nous est que nous sommes avant tout inte´resse´s a` l’e´tude des flots d’Ano-
sov a` e´quivalence topologique pre`s. Ainsi, graˆce a` la stabilite´ structurelle des
flots d’Anosov (et graˆce a` la densite´ des champs de vecteurs lisses), nous ne
perdons aucun degre´ de ge´ne´ralite´ en supposant le flot lisse.
Il est utile de relever qu’on peut aussi de´finir, dans le contexte de la
dimension 3, une notion de flot d’Anosov topologique, ou` le flot n’est plus
que (Lipschitz) continu (De´finition 1.16). La plupart des re´sultats que nous
pre´senterons ici sont valables pour les flots d’Anosov topologiques. De meˆme,
certaines constructions classiques - par exemple [92] (voir § 2.4.1)- ne pro-
duisent stricto sensu que des flots d’Anosov topologiques, et l’impre´cision sur
ce point dans la litte´rature peut produire quelques confusions, dans la mesure
ou` il est toujours ignore´ si tout flot d’Anosov topologique est topologiquement
e´quivalent a` un flot d’Anosov lisse.
Dans le meˆme registre d’ide´e, toujours en dimension 3, nous mettons en
avant la notion de flot d’Anosov PL (voir De´finition 6.10). Ces flots ne sont
pas C1, mais sont transversalement affines par morceaux. C’est dans cette
cate´gorie que la chirugie de Fried semble trouver sa place naturelle (voir re-
marque 2.32). Il s’ave`re que tous les flots d’Anosov topologiquement transitifs
(i.e., admettant une orbite dense) sont (topologiquement e´quivalents a`) des
flots d’Anosov PL.
1.2. Proprie´te´s fondamentales
1.2.1. Caracte´risation des flots d’Anosov par champs de coˆnes. Soit
(M, Φt) un flot sur une varie´te´ de dimension 3 engendre´ par un champ de vecteurs
X de classe C∞. Dans ce qui suit, une me´trique lorentzienne est un champ continu
de formes quadratiques non-de´gene´re´es de signature (−, +, +).
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Lemme 1.4. Le flot Φt est d’Anosov si et seulement si la condition suivante est
ve´rifie´e : Il existe deux me´triques lorentziennes Q+ et Q− sur M , deux constantes
a et b positives, et un re´el positif T tels que :
(1) les coˆnes C+ = {Q+ < 0} et C− = {Q− < 0} sont disjoints,
(2) Q+ et Q− valent une constante c positive sur le champ de vecteurs X,
(3) pour tout temps t positif, l’image par DxΦ
t (resp. DxΦ
−t) de l’adhe´rence
du coˆne C+(x) (resp. de C−(x))) prive´e de l’origine est contenue dans le
coˆne C+(Φt(x)) (resp. dans C−(Φ−t(x))),
(4) pour tout vecteur tangent v au-dessus d’un point x de M , et pour tout
temps t plus grand que T , si Q+(v) est strictement ne´gatif, on a alors
l’ine´galite´ Q+(DxΦ
tv) < aebtQ+(v) ; de manie`re analogue, si Q−(v) < 0
alors Q−(DxΦ
−tv) < aebtQ−(v).
Preuve Si Φt est Anosov : on fixe une me´trique sur M adapte´e au flot. Soient
Hss et Huu deux champs de vecteurs unitaires pour cette me´trique, le premier
appartenant a` la direction stable Ess, le second a` la direction instable Euu. Tout
vecteur tangent se de´compose sous la forme v = xX + yHss + zHuu. Il suffit de
prendre Q+(x, y, z) = cx2 + 12y
2 − 12z
2, Q−(x, y, z) = cx2 − 12y
2 + 12z
2
Inversement, supposons l’existence de Q±, et de a, b, c, T . Le champ de coˆnes
C± induit un champ d’ellipses E± dans PTM , le projectifie´ de TM . Notons
Φt∗ l’action induite par Φ
t sur les champs d’ellipses dans PTM , i.e. (Φt∗E)(x) =
PDΦ−t(x)Φ
t(E(Φ−t(x))). On note E+t = Φ
t
∗E




les ellipses E±t de´croissent (au sens de l’inclusion) lorsque t croˆıt, et chaque el-
lipse E+t (x) est disjointe de E
−
t (x). De plus, l’adhe´rence de E
±
t (x) est conte-
nue a` l’inte´rieur de E±(x). Munissons chaque E±(x) de la me´trique de Hilbert :
la diffe´rentielle de Φt induit une transformation de E+(x) dans E+(Φt(x)) qui
contracte la me´trique de Hilbert. Comme M est compact, ce facteur de contraction
peut eˆtre choisi uniforme. Donc, le diame`tre (au sens de Hilbert) des E+t (x), vue
dans E+(x), tend exponentiellement vers 0. Il s’en suit que l’intersection entre tous
les E+t est re´duite a` un point ∆
+(x). On en de´duit e´galement que l’intersection
entre les E−t se re´duit a` un singleton ∆
−(x). Les directions ∆+(x) et ∆−(x) sont
diffe´rentes, car les adhe´rences de E+T (x) et de E
−
T (x) sont disjointes, et aucune de
ces directions n’est celle de X car Q+(X) = Q−(X) = c. Par construction, ∆+ et
∆− sont des champs de droites Φt-invariants.
Enfin, on peut se´lectionner une me´trique continue sur M pour laquelle la sphe`re
unite´ dans TxM rencontre ∆
±(x) en deux points pour lesquels Q± vaut 1. L’hy-
pothe`se 1 sur Q± implique alors que les vecteurs appartenant a` la direction ∆+
sont dilate´s exponentiellement dans le futur, et que ceux appartenant a` ∆− le sont
dans le passe´.
Remarque 1.5. Les me´triques lorentziennes Q± ne sont pas ne´cessairement
continues ! De manie`re plus pre´cise, leur existence entraˆıne le caracte`re Anosov du
flot, quand bien meˆme elles ne seraient pas continues. A` l’inverse, si elles existent,
i.e., si le flot est Anosov, il existe alors des me´triques lorentziennes ve´rifiant les
meˆmes proprie´te´s, mais qui sont en outre aussi lisses que le flot.
1.2.2. Feuilletages invariants. Le premier e´le´ment fondamental des flots
d’Anosov est l’unique inte´grabilite´ des diverses directions invariantes, en de´pit de
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leurs basses re´gularite´s (cf. [131], aussi [124], The´ore`me 17.4.3 - il suffit que le flot
soit de classe C1).
De´finition 1.6. L’unique feuilletage tangent a` la direction Ess (respectivement
Euu) est appele´ feuilletage fort stable (respectivement feuilletage fort instable). Ces
deux feuilletages sont note´s respectivement F ss (respectivement Fuu).
Chaque feuille de ces feuilletages est diffe´omorphe a` un espace vectoriel Rk.
En effet, dans le cas par exemple du feuilletage fort stable, en poussant par le flot
dans les temps positifs, on ame`ne toute zone compacte de la feuille dans une carte
arbitrairement petite. Ainsi, la feuille elle meˆme est une union croissante de boules
euclidiennes ; l’affirmation en de´coule par un The´ore`me de Brown et Stallings (cf.
[48, 182]).
Il convient cependant de bien me´moriser que les feuilletages forts sont bien des
invariants de conjugaison topologique (i.e. e´quivalence topologique pre´servant le pa-
rame`trage), mais ne sont en aucun cas des invariants d’e´quivalence topologique : une
e´quivalence topologique entre deux flots d’Anosov n’envoie pas en ge´ne´ral feuille-
tages forts sur feuilletages forts. Il apparaˆıt meˆme a` ce niveau un phe´nome`ne de
rigidite´, re´miniscence (affaiblie) de la caracte´risation des me´triques riemanniennes
a` courbure ne´gative sur les surfaces a` caracte´ristique d’Euler ne´gative par leur
spectre des longueurs : en dimension 3, une e´quivalence topologique entre les flots
ge´ode´siques de surfaces riemanniennes a` courbure constante ne´gative pre´servant les
horocycles (i.e. les feuilletages forts) est ne´cessairement une conjugaison topolo-
gique. Voir [1] pour des re´sultats de ce type.
Ces feuilletages sont en ge´ne´ral de basse re´gularite´, tout au plus de classe Ho¨lder
(bien que chaque feuille individuellement soit aussi diffe´rentiable que le flot lui-
meˆme). Il existe d’autres feuilletages naturels associe´s au flot d’Anosov be´ne´ficiant
de proprie´te´s de re´gularite´ plus satisfaisantes :
De´finition 1.7. L’unique feuilletage tangent a` la direction Ess ⊕ ∆ (respec-
tivement Euu ⊕ ∆) est appele´ feuilletage faible stable (respectivement feuilletage
faible instable). Ces deux feuilletages sont note´s respectivement F s (respectivement
Fu).
Lorsque le flot est suffisamment lisse, un feuilletage faible est de classe C1 s’il
est de codimension 1 ([130, 131]). De manie`re plus pre´cise, un feuilletage faible
stable ou instable de codimension 1 est au moins de classe C1, avec logarithme de
la de´rive´e Ho¨lder continue2. Cette confortable proprie´te´ est en particulier valable
en dimension 3, qui sera le cas d’e´tude essentiel de ce me´moire. Indiquons aussi au
passage qu’en dimension 3, les feuilletages forts acquie`rent eux aussi une meilleure
re´gularite´ : ils sont (grand) Zygmund ([82]).
De plus, les feuilletages faibles se comportent mieux vis-a`-vis des e´quivalences
topologiques que les feuilletages forts : toute e´quivalence topologique envoie feuille-
tage faible sur feuilletage faible.
Chaque feuille des feuilletages faibles est en fait le sature´ par le flot d’une feuille
du feuilletage fort correspondant. Il en de´coule aise´ment qu’elle est diffe´omorphe3
a` Rk × S1 ou Rk+1, selon qu’elle contienne ou non une orbite pe´riodique du flot.
2Lorsque le flot pre´serve le volume, les de´rive´es sont de re´gularite´ (grand) Zygmund. ce qui
implique un module de continuite´ O(tlogt) (voir [133]).
3Nous n’accorderons dans ce me´moire qu’une attention limite´e au cas non-orientable, puisqu’il
se rame`ne aise´ment au cas orientable au prix modique d’un reveˆtement fini.
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Notons en outre que pour chaque feuille cylindrique - i.e. diffe´omorphe a` Rk ×
S1 - son holonomie est de´crite par l’application de premier retour du flot le long
de l’unique orbite pe´riodique contenue dans la feuille. Ainsi, cette holonomie est
non-triviale, elle est meˆme exponentiellement contractante ou dilatante. Lorsque
le feuilletage est de codimension 1, cette holonomie est de classe C1, avec de´rive´e
Ho¨lder continue. Elle est alors C1-line´arisable.
Par ailleurs, toujours lorsqu’un des feuilletages faibles est de codimension 1,
disons, le feuilletage faible stable, la simple existence de ces feuilletages a des im-
plications profondes non-triviales. Ainsi, l’observation ci-dessus sur l’holonomie des
feuilles cylindriques montre que chaque orbite pe´riodique est librement homotope
a` un lacet transverse a` Fs. D’apre`s un ce´le`bre the´ore`me de A. Haefliger, un feuille-
tage de codimension 1 admettant un lacet transverse homotopiquement trivial ad-
met alors un cycle e´vanouissant, ce qui implique l’existence d’un lacet dans une
feuille d’holonomie triviale d’un cote´, et non-trivial de l’autre. Ceci contredisant
la description pre´ce´dente de l’holonomie des feuilles de F s, nous obtenons in fine
qu’aucune orbite pe´riodique du flot d’Anosov n’est homotopiquement triviale. Nous
verrons a` la section 1.3 d’autres conse´quences de l’existence de ces feuilletages.
1.2.3. Lemme de pistage. Ce lemme ne nous sera pas vraiment utile, mais
son prestige au sein de la communaute´ ne permet gue`re de le passer sous silence.
De´finition 1.8. Soient T ,  deux nombres re´els positifs. Une (T, )-orbite d’un
flot Φt sur une varie´te´ (me´trique) M est la donne´e d’une suite biinfinie de points
. . . , x−1, x0, x1, . . . et d’une suite biinfinie . . . , T−1, T0, T1, . . . de nombres re´els tous
plus grands que T telles que chaque xi+1 soit a` distance infe´rieure a`  de Φ
Ti(xi).
Une telle pseudo-orbite c doit eˆtre pense´e comme une courbe parame´tre´e c :
R 7→ M discontinue : pour tout temps t positif, si t s’e´crit sous la forme T0 + T1 +
. . . + Ti + r avec 0 ≤ r < Ti+1 − Ti, nous convenons c(t) = Φ
r(xi), une convention
analogue e´vidente s’appliquant aux t ne´gatifs.
De´finition 1.9. Soit α un nombre positif. Une (T, )-orbite c est α-piste´e par
l’orbite de x si pour tout temps t la distance entre c(t) et Φt(x) est infe´rieure a` α.
The´ore`me 1.10 (Lemme de pistage). Pour tout flot d’Anosov Φt, il existe des
nombres positifs T , , α tels que toute (T, )-orbite de Φt est α-piste´e par un point de
M . De plus, deux points de M α-pistant une meˆme (T, )-orbite sont ne´cessairement
sur la meˆme orbite de Φt .
1.2.4. Stabilite´ structurelle. La notion de stabilite´ structurelle fait interve-
nir la topologie de l’espace des flots sur la varie´te´ M . Pre´cisons ici cette topologie :
en toute ge´ne´ralite´, un champ de vecteurs engendrant un flot de classe Cr peut
n’eˆtre lui-meˆme que de classe Cr−1, mais, d’apre`s le The´ore`me de Hart ([121]), un
tel flot est toujours Cr-conjugue´ a` un flot de classe Cr, qui soit en outre engendre´
par un champ de vecteurs de classe Cr. Toute Cr conjugaison pre´serve bien suˆr la
proprie´te´ Anosov, on ne perd donc aucune ge´ne´ralite´, lorsqu’on conside`re les flots
d’Anosov de classe C1, en supposant que les champ de vecteurs qui les engendrent
sont de classe C1. Nous appelons ici espace des flots sur M comme e´tant l’espace
des flots engendre´s par un champ de vecteurs de classe C1, muni de la topologie
C1.
De´finition 1.11. Un flot Φt est structurellement stable s’il admet un voisinage
dans l’espace des flots dont les e´le´ments sont tous topologiquement e´quivalents a` Φt.
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The´ore`me 1.12 (Stabilite´ structurelle des flots d’Anosov). Les flots d’Anosov
sont structurellement stables.
Ce the´ore`me se de´montre assez aise´ment a` partir du lemme de pistage. Mais
il peut e´galement se de´montrer d’une manie`re un peu plus conceptuelle (et plutoˆt
instructive selon notre point de vue) comme un the´ore`me de point fixe dans un
espace fonctionnel adapte´ (voir [156]).
Dans le The´ore`me de stabilite´ structurelle des flots d’Anosov, s’il est ne´cessaire
de conside´rer la topologie C1, c’est pour assurer que les perturbations du flot sont
toujours Anosov. Le lemme de pistage permet de se restreindre a` la topologie C0
pour peu que l’hypothe`se Anosov soit impose´e aux approximations :
Proposition 1.13. Tout flot d’Anosov Φt admet un C0-voisinage U dans l’es-
pace des flots tel que tout e´le´ment de U qui est aussi un flot d’Anosov est topologi-
quement e´quivalent a` Φt.
En effet, le lemme de pistage permet de de´montrer que le flot Φt est semi-
conjugue´ a` toute C0-approximation Ψs, au sens ou` il existe une application continue
f : M → M envoyant orbites oriente´es de Ψs sur orbites oriente´es de Φt. Par
ailleurs, si Ψs est suppose´e Anosov, une orbite de Φt ne peut eˆtre piste´e que par
une seule orbite de Ψs. Ceci assure l’“injectivite´ transverse de f”, et, in fine, que
f peut-eˆtre choisie injective.
La notion de stabilite´ structurelle est intimement lie´e a` celle de flot d’Anosov.
Il s’ave`re que les flots structurellement stables sont pre´cise´ment les flots Axiom
A ([166, 125, 126]) : ce sont les flots pour lesquels le fibre´ tangent restreint au-
dessus de l’ensemble des points non-errants du flot admet une de´composition ∆⊕
Ess ⊕Euu ve´rifiant les proprie´te´s de contraction et dilatations exponentielles sous
l’action de la diffe´rentielle du flot explicite´es a` la de´finition 1.1, et ve´rifiant en outre
que les varie´te´s stables et instables sont transverses. Plutoˆt que d’expliciter cette
de´finition (puisqu’en somme nous ne faisons ici qu’essayer de motiver l’e´tude des
flots d’Anosov), indiquons sobrement qu’elle implique que tout flot structurellement
stable sans point singulier et admettant une orbite dense est un flot d’Anosov.
Il est donc le´gitime de conside´rer la proprie´te´ d’Anosov comme e´tant la quin-
tessence de la stabilite´ structurelle.
1.2.5. Partition de Markov. Soit Φt un flot d’Anosov sur une varie´te´ ferme´e
de dimension 3. Nous appelons boˆıte feuillete´e un plongement ϕi : [−1, +1]
3
→ Ui ⊂
M ve´rifiant les prorie´te´s suivantes :
– pour tout xi fixe´, et pour yi, ti variant dans [−1, +1], les ϕi(xi, yi, ti) appar-
tiennent tous a` une meˆme feuille de Fs,
– pour tout yi fixe´, et pour xi, ti variant dans [−1, +1], les ϕi(xi, yi, ti) appar-
tiennent tous a` une meˆme feuille de Fu,
Une partition de Markov est une collection de boˆıtes feuillete´es telles que :
– les Ui sont d’inte´rieurs deux-a`-deux disjoints,
– l’union des Ui est M tout entier,
– si Ui et Uj sont deux boˆıtes feuillete´es conse´cutives, i.e., si l’intersection entre
ϕi([−1, +1]
2 × {1}) et ϕj([−1, +1]× {−1}) est non-vide, il existe alors deux sous-
intervalles ferme´s Ii et Jj de [−1, +1] de sorte que cette intersection est forme´e des
points ϕi((xi, yi, 1) = ϕj((xj , yj ,−1) avec yi ∈ Ii et xj ∈ Jj , les xi et yj pouvant
prendre toute valeur dans [−1, +1].
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The´ore`me 1.14 (Ratner [165]). Tout flot d’Anosov de dimension 3 admet une
partition de Markov.
Remarque 1.15. Bien suˆr, la notion de partition de Markov peut-eˆtre de´finie
de manie`re analogue pour tout feuilletage intersection F s ∩ Fu entre feuilletages
transverses de codimension 1, sans qu’il soit ne´cessaire que ce feuilletage intersection
soit Anosov.
1.2.6. Flots d’Anosov topologiques. Nous pouvons affaiblir la de´finition
des flots d’Anosov, en particulier, leur re´gularite´, sans perdre l’essentiel de leurs
proprie´te´s. C’est ce que nous proposons en introduisant la notion de flot d’Anosov
topologique : soit M une varie´te´ ferme´e de dimension 3, et Φt un flot continu sur
M tel que :
– Φt admet une orbite dense,
– les orbites de Φt sont les feuilles du feuilletage intersection de deux feuilletages
Fs et Fu de codimension 1 transversalement Lipschitz,
– il existe une partition de Markov (Ui) pour le bifeuilletage (F
s,Fu).
De´finition 1.16. Le flot Φt est un flot d’Anosov topologique (transitif) s’il
existe une constante positive a telle que :
(1) chaque feuille de Fs,u est home´omorphe a` un plan ou` a` un cylindre,
(2) pour chacun des feuilletages, l’union des feuilles cyclindriques est dense,
(3) si Ui et Ui sont deux boˆıtes feuillete´es successives, l’application de tra-
verse´e de boˆıtes [−1, 1]× Ii → Jj × [−1, +1] qui a` (xi, yi) associe le point
(xj , yj) tel que ϕi(xi, yi, 1) = ϕj(xj , yj ,−1) est de la forme (xi, yi) 7→
(fji(xi), gji(yi)) ou` les applications fji et g
−1
ji sont contractantes, de fac-
teur Lipschitz exp(−a).
Les hypothe`ses (1) et (2) sont sans doute superflues, au sens ou` elles de´coulent
probablement des autres hypothe`ses, mais nous ne l’avons pas ve´rifie´ et pre´fe´rons
prudemment les imposer.
Il doit eˆtre clair pour le lecteur que tout flot d’Anosov au sens usuel topologi-
quement transitif est un flot d’Anosov topologique. A` l’inverse :
Proposition 1.17. Un flot d’Anosov topologique dont les deux feuilletages
faibles Fs,u sont de classe C1 est diffe´rentiablement e´quivalent a` un flot d’Ano-
sov au sens usuel.
Preuve On de´finit dans chaque boˆıte feuillete´e Ui les me´triques lorentziennes Q
+
i =
c(dt)2+(dy)2−exp(αt)(dx)2 et Q−i = c(dt)
2+(dx)2−exp(−αt)(dy)2. Elles induisent
sur M des me´triques lorentziennes (discontinues) - en les points appartenant a`
plusieurs boˆıtes feuillete´es, il suffit de fixer un choix parmi les divers possibles. Si c
est choisi suffisamment petit, et α < a/2, le lemme 1.4 s’applique.
Cependant, nous ignorons toujours la re´ponse a` la question suivante : tout flot
d’Anosov topologique est-il topologiquement e´quivalent a` un flot d’Anosov au sens
usuel (lisse) ? En me´ditant sur cette question, le lecteur appre´hendera la nature
des interrogations qui accompagnent notre travail.
La de´finition propose´e ici est sans doute perfectible, il est par exemple pro-
bable qu’on puisse se passer de la notion de partition de Markov. Si nous avons ici
introduit la notion de flot d’Anosov topologique, c’est avant tout pour mettre en
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avant que la plupart des re´sultats e´voque´s dans ce me´moire, bien qu’e´nonce´s dans
le cadre des flots d’Anosov diffe´rentiables, restent valides pour les flots d’Anosov
topologiques4 (a` l’exception notable de la remarque 1.43, ainsi que, bien suˆr, ceux
faisant intervenir les feuilletages forts). Il nous semble que cette observation donne
un e´clairage sur les me´thodes employe´es pour leurs de´monstrations, qui sont avant
tout de nature topologique.
1.3. Feuilletages de codimension 1 et 1-varie´te´s non-Hausdorff
Nous avons auparavant e´voque´ le cas particulie`rement agre´able ou` l’un des
feuilletages faibles est de codimension 1, notamment en esquissant la preuve du
fait que dans cette situation, les orbites pe´riodiques du flot sont homotopiquement
non-triviales. Nous allons dans cette section explorer plus avant ce cas de figure.
1.3.1. De l’hypothe`se “codimension 1”. Par e´conomie d’e´criture, nous
appelons flot d’Anosov de codimension 1 tout flot d’Anosov dont un des feuilletages
faibles est de codimension 1. Nous convenons e´galement, lorsque cela` n’est pas
spe´cifie´, que le feuilletage faible de codimension 1 est le feuilletage faible stable.
Cette convention est du reste inutile en dimension 3, ou` les deux feuilletages sont
de codimension 1.
Il semble opportun de signaler avant toute chose que le cas “codimension 1”
est essentiellement le seul qui permette d’obtenir des re´sultats ge´ne´raux sur les
flots d’Anosov dans l’optique topologique. Qu’on en juge : on ignore5 toujours par
exemple si la sphe`re de dimension 5 admet ou non un flot d’Anosov, alors que
le proble`me analogue en dimension infe´rieure est assez facilement re´solu par la
ne´gative, cette solution e´tant obtenue graˆce au fait qu’en ces basses dimensions, un
des feuilletages faibles est ne´cessairement de codimension 1.
Remarque 1.18. Nous de´fendons ici l’inte´reˆt de l’hypothe`se “codimension 1”,
mais nous nous devons de signaler les remarquables re´sultats re´cents [168], [76],
[77], eux-meˆme faisant suite naturelle a` [38], [39], [136]. Ces travaux ne sont ap-
plicables que si les deux feuilletages faibles sont de codimension au moins 2. Ces
travaux classifient les flots d’Anosov transversalement quasi-conformes qui en outre
ve´rifient une forte proprie´te´s de re´gularite´ de la de´composition du fibre´ tangent. Ces
notables avance´es sont ainsi en esprit bien diffe´rentes du sujet du pre´sent me´moire.
1.3.2. Premie`res remarques de A. Verjovsky. La proposition suivante
apparaˆıt dans la the`se d’A. Verjovsky, qui a ve´ritablement introduit le corpus d’ide´es
intervenant dans les travaux ulte´rieurs6.
Proposition 1.19 ([189]). Soit Φt un flot d’Anosov de codimension 1 sur une
varie´te´ M de dimension n. Alors :
(1) Les orbites pe´riodiques de Φt sont homotopiquement non-triviales,
4Par exemple, le lemme de pistage reste vrai, et la stabilite´ structurelle persiste au sens
C0 : deux flots d’Anosov topologiques suffisamment C0-proches sont toujours topologiquement
e´quivalents.
5Ce re´sultat est cependant annonce´ par exemple dans [163], ou` en re´alite´ il est e´tendu aux
flots dits expansifs. Mais cette annonce n’est malheureusement pas encore accompagne´e de texte
e´crit consultable.
6Il faut cependant prendre en compte que certains arguments apparaissent de´ja` dans [87]
dans le contexte des diffe´omorphismes d’Anosov.
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(2) Les releve´s dans le reveˆtement universel de M des feuilles de F s sont
diffe´omorphes a` Rn−1,
(3) Le reveˆtement universel de M est diffe´omorphe a` Rn.
Nous avons de´ja` e´voque´ la preuve du point (1) ; le point (2) s’en de´duit aise´ment.
Quant au point (3), il en de´coule par un remarquable the´ore`me de C.A. Palmeira
([162]) selon lequel Rn est la seule varie´te´ de dimension n simplement connexe ad-
mettant un feuilletage par feuilles diffe´omorphes a` Rn−1. Comme le travail de Pal-
meira est poste´rieur a` la the`se de Verjovsky, dans celle-ci le point (3) est de´montre´
d’une autre manie`re . . . malheureusement errone´e, par effet de cascade.
Nous profitons de l’occasion pour pre´senter un des principaux re´sultats de la
the`se de Verjovsky :
The´ore`me 1.20. Tout flot d’Anosov de codimension 1 sur une varie´te´ de di-
mension supe´rieure ou e´gale a` 4 est topologiquement transitif, i.e., admet une orbite
dense.
J’ai personnellement reproduit la preuve de ce the´ore`me dans ma propre the`se,
qui est en ve´rite´ la meˆme que Verjovsky, mais en ame´liorant quelque peu son exposi-
tion. Cette re´e´criture e´tait motive´e par la ne´cessite´ de clarifier la de´monstration, une
ambigu¨ite´ naissant du fait que Verjovsky pensait produire e´galement une de´monstra-
tion diffe´rente spe´cifique a` la dimension 3, mais malheureusement errone´e, comme
l’e´tablit clairement le contre-exemple de Franks-Williams ([88]). Pour soulever un
coin du voile, tout en pre´servant un soupc¸on de myste`re, signalons que le the´ore`me
n’est valable qu’a` partir de n = 4 parce que la sphe`re de dimension n − 3 est
connexe, sauf justement pour n = 3.
Cette preuve est reproduite dans [145], section 3, ou encore, dans [190], section
4.
1.3.3. Espaces de feuilles. Ma premie`re contribution personnelle dans le
sujet consiste a` une e´tude syste´matique des divers espaces de feuilles associe´s a` un
flot d’Anosov. A` ve´ritablement parler, cette ide´e apparaissait de´ja` dans le travail
[102] de E. Ghys qui sera discute´ plus loin, l’exploration de cette notion e´tait aussi
a` l’e´poque entreprise de manie`re inde´pendante par S. Fenley ([78]).
Typiquement (mais pas toujours), chaque flot d’Anosov admet des orbites
denses, et chacune de ses feuilles faibles - et meˆme fortes - est dense dans M .
Cela` signifie que les espaces quotients obtenus en identifiant les points de M sur
une meˆme orbite de Φt , ou sur une meˆme feuille forte, sont d’aspect topologique
pour le moins de´concertant. Mais apre`s rele`vement des donne´es dans le reveˆtement
universel, cette approche se re´ve`le fertile et inte´ressante :
De´finition 1.21. Pour toute varie´te´ M , on de´note par p : M˜ → M son
reveˆtement universel de M . Les divers feuilletages F s, Fu, Fss et Fuu associe´s a`
un flot d’Anosov Φt se rele`vent en des feuilletages F˜s, F˜u, F˜ss et F˜u de M˜ , dits
feuilletages releve´s. Le flot lui-meˆme se rele`ve sur M˜ en un flot Φ˜t dit flot releve´.
De´finition 1.22. On appelle espace des feuilles d’un feuilletage donne´ comme
e´tant l’espace quotient topologique de la relation d’e´quivalence “eˆtre sur la meˆme
feuille”. Les espaces des feuilles des feuilletages Φ˜t, F˜s et F˜u sont de´note´s res-
pectivement QΦ, Ls et Lu. Les projections canoniques sont note´es respectivement
piΦ : M˜ → QΦ, pis : M˜ → Ls, piu : M˜ → Lu.
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Ces espaces de feuilles sont naturellement munis d’une dynamique : le groupe
fondamental de M , que nous de´noterons syste´matiquement par Γ, agit naturelle-
ment sur M˜ en pre´servant les feuilletages releve´s. Son action sur M˜ passe donc
aux quotients, de´finissant des actions sur QΦ, Ls et Lu. Les diverses proprie´te´s
de Φt s’interpre`tent aise´ment en termes associe´s a` la dynamique de Γ sur chaque
espace de feuilles. Par exemple, chaque point x de Ls est une feuille F˜ de F˜s, qui
se projette dans M en une feuille F de Fs. Comme F˜ est home´omorphe a` Rn−1, la
feuille F est incompressible dans M ; en d’autres termes, le Γ-stabilisateur de x est
isomorphe au groupe fondamental de F . Des conside´rations de cet ordre permettent
de ve´rifier chacune des proprie´te´s suivantes :
Proposition 1.23. Soit (M, Φt) un flot d’Anosov de codimension 1.
– Le Γ-stabilisateur d’un point de QΦ, de Ls ou de Lu est soit trivial, soit
cyclique.
– Si γ est un e´le´ment de Γ fixant un point θ de QΦ, θ est un point fixe hyper-
bolique de γ.
– Si γ est un e´le´ment de Γ fixant un e´le´ment x de Ls ou Lu, x est un point
fixe attractif ou re´pulsif de γ.
Il est clair que si Φt est topologiquement transitif, cela` signifie que l’union des
points de QΦ a` stabilisateur non trivial est dense. Il est aussi utile de traduire dans
ces espaces de feuilles les importants re´sultats de [87] :
Proposition 1.24. Dans Ls (respectivement Lu), l’union des e´le´ments a` Γ-
stabilisateur non-trivial est dense.
Il est relativement aise´ d’observer comme dans [189] la proposition suivante :
Proposition 1.25. Pour un flot d’Anosov de codimension 1 chaque feuille de
F˜uu rencontre chaque feuille de F˜s en au plus un point. De meˆme, chaque feuille
de F˜ss rencontre chaque feuille de F˜u en au plus un point.
Observons que cette proposition n’affirme pas que chaque feuille de F˜uu chaque
feuille de F˜s en exactement un point ! Cette proposition permet alors de de´montrer
le fait suivant :
Proposition 1.26. Pour un flot d’Anosov de codimension 1, l’espace des feuil-
les Ls est une 1-varie´te´ connexe et simplement connexe.
Pre´cisons que dans l’e´nonce´ pre´ce´dent par 1-varie´te´ nous entendons comme il
est usuel un espace topologique se´parable tel que chaque point admet un voisinage
home´omorphe a` un intervalle de R. Mais nous n’imposons pas, contrairement a` la
coutume, l’axiome de se´paration au sens de Hausdorff : ainsi, il se peut qu’il y ait
des paires de points tels que tout voisinage ouvert de l’un rencontre tout voisinage
de l’autre. Tout e´le´ment d’une telle paire est dit point non se´pare´.
Les notions de reveˆtement et de simple connexite´ gardent leur sens pour de telles
varie´te´s. Relevons au passage qu’un 1-varie´te´ connexe est simplement connexe si
et seulement si tout point la disconnecte, i.e., le comple´mentaire de tout point est
l’union de deux ouverts disjoints.
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De´finition 1.27. Un flot d’Anosov (e´ventuellement topologique) de codimen-
sion 1 dont l’espace des feuilles Ls est se´pare´ au sens de Hausdorff, et donc home´o-
morphe a` R, est dit alignable7.
Remarque 1.28. Observons que tout flot d’Anosov alignable est topologique-
ment transitif, i.e., admet une orbite dense. Ceci s’obtient assez aise´ment en mon-
trant que chaque feuilletage faible est minimal. Voir The´ore`me 2.5 de [16] pour une
preuve.
1.3.4. Des 1-varie´te´s non-se´pare´es en ge´ne´ral. La notion de 1-varie´te´ doit
eˆtre manipule´e avec pre´caution, des erreurs pouvant facilement eˆtre commises a` leur
sujet en raison des habitudes acquises en topologie ou` l’hypothe`se de se´paration au
sens de Hausdorff est plus ou moins explicitement admise. L’abandon de cette hy-
pothe`se, ainsi que sa pertinence, apparaˆıt de´ja` dans [117], ainsi que dans [102].
Mais notre article [19] est le premier qui entreprend une e´tude syste´matique des
home´omorphismes d’une 1-varie´te´ simplement connexe. Une version le´ge`rement af-
faiblie du re´sultat principal de cet article est le suivant :
The´ore`me 1.29. Une varie´te´ analytique compacte dont le groupe fondamental
est isomorphe a` un sous-groupe d’indice fini de SL(k, Z) avec k ≥ 3 n’admet aucun
feuilletage analytique de codimension 1.
Le lecteur averti aura releve´ la profonde analogie de ce the´ore`me avec le re´sultat
de J.P. Serre e´tablissant la proprie´te´ (FA) des sous-groupes d’indice finis de SL(k, Z)
(toujours pour k ≥ 3), c’est-a`-dire le fait que toute action d’un tel groupe sur
un arbre simplicial admet un point fixe global. Il y a effectivement beaucoup de
similitudes entre ces deux re´sultats : en effet, une 1-varie´te´ simplement connexe
est d’un certain point de vue tre`s semblable a` un arbre simplicial, et la preuve du
The´ore`me 1.29 consiste a` montrer que, sous les hypothe`ses e´nonce´es, l’action du
groupe fondamental de la varie´te´ sur l’espace des feuilles admet un point fixe global,
puis d’e´tablir l’impossibilite´ d’un tel point fixe global. Cependant, cette analogie
n’est que partielle, et des difficulte´s techniques conside´rables apparaissent dans le
contexte des 1-varie´te´s qui n’ont pas de contreparties dans le contexte des arbres
simpliciaux, ni meˆme dans le contexte des arbres re´els ([72]). Une comparaison plus
pertinente est celle avec [195], ou` D. Witte montre que les re´seaux arithme´tiques
de Q-rang supe´rieurs a` 2 ne peuvent agir que trivialement sur la droite re´elle.
Quoiqu’il en soit, l’ingre´dient essentiel de [19] qui nous inte´resse ici est la
description dynamique des home´omorphismes d’une 1-varie´te´ simplement connexe.
Cette description utilise de manie`re cruciale une certaine pseudo-distance d(x, y)
apparaissant naturellement sur toute 1-varie´te´ connexe et simplement connexe. En
quelques mots, la pseudo-distance d(x, y) entre deux points x et y d’une 1-varie´te´
L est un entier qui est le nombre minimum de points non se´pare´s contenus dans
un chemin reliant x a` y. Lorsque L est un espace de feuilles, d(x, y) peut aussi eˆtre
de´fini comme e´tant le nombre minimum de points de tangence avec le feuilletage
d’un chemin reliant dans la varie´te´ un point de la feuille x a` un point de la feuille
y.
7Nous introduisons cette terminologie dans ce me´moire, celle utilise´e dans [102], [16] (flot
d’Anosov produit) e´tant ici re´serve´e pour les besoins du The´ore`me 1.47). Les flots d’Anosov ali-
gnables sont unanimement qualifie´s R-covered Anosov flows en anglais.
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Formulons aussi pour les ne´cessite´s de l’e´nonce´ a` suivre le fait e´vident que
toute 1-varie´te´ simplement connexe est bien suˆr orientable, ce qui permet de dis-
tinguer dans le groupe des home´omorphismes le sous-groupe d’indice deux forme´
des home´omorphismes qui pre´servent l’orientation.
The´ore`me 1.30. Soit γ un home´omorphisme d’une 1-varie´te´ simplement con-
nexe L pre´servant l’orientation. Notons Ω(γ) l’ensemble des points de L tels que la
pseudo-distance d(x, γx) est paire. Cet ensemble est non-vide. De plus, un des trois
cas suivants se produit :
(1) γ admet un point fixe dans L. Dans ce cas, Ω(γ) est une 1-varie´te´ connexe
simplement connexe, et tous les points non se´pare´s de Ω(γ) sont des points
fixes de γ. De plus, pour tous x dans Ω(γ), l’une des suites (γnx) ou
(γ−nx) pour n positif converge vers un point fixe de γ.
(2) γ n’admet pas de points fixes, mais admet au moins un point presque fixe,
i.e., il existe un point x tel que x et γx sont non se´pare´s. Dans ce cas,
Ω(γ) est home´omorphe a` R, et γ y agit par translation.
(3) γ n’admet aucun point presque fixe. Dans ce cas, Ω(γ) est soit home´omor-
phe a` R, soit une union “d’intervalles” [xi, yi] telle que chaque yi est non
se´pare´ de xi+1. De plus, il existe un entier positif k tel que γ envoie chaque
[xi, yi] sur [xi+k, yi+k].
En guise d’illustration des potentialite´s de ce The´ore`me, nous reproduisons ici
une preuve (partielle) alternative d’une version affaiblie du The´ore`me principal de
la the`se de W. Thurston :
The´ore`me 1.31. Soit Σ une surface de caracte´ristique d’Euler χ(Σ) ne´gative,
et p : M → Σ un fibre´ en cercles de classe d’Euler e. Soit F un feuilletage C2
de codimension 1 sur M n’admettant aucune feuille home´omorphe au tore ou a` la
bouteille de Klein. Alors, la valeur absolue de e est infe´rieure a` χ(Σ).
Nous avertissons le lecteur que l’esquisse de preuve ci-dessous, ayant surtout
pour raison d’eˆtre d’illustrer le The´ore`me 1.29, requiert une certaine familiarite´ avec
la the´orie classique des feuilletages de codimension 1.
Esquisse de preuve Notons Γ le groupe fondamental de M , M˜ son reveˆtement
universel, F˜ le releve´ de F dans M˜ et L l’espace des feuilles de F˜ . On note aussi
pi : M˜ → L la projection canonique. La projection p induit un isomorphisme p∗ entre
Γ et le groupe fondamental Γ¯ de Σ. Le noyau de p∗ est un sous-groupe cyclique Z
distingue´ de Σ - c’est en fait le pseudo-centre de Γ. Quitte a` prendre un reveˆtement
fini, on peut supposer que Σ, M et F sont tous orientables. Dans ce cas, les feuilles
de F sont toutes orientables, et Z est pre´cise´ment le centre de Γ. Notons δ un
ge´ne´rateur de Γ.
On remarque que comme F n’admet pas de feuille torique, il de´coule du The´ore`-
me de A. Haefliger e´voque´ ci-dessus comple´te´ par le The´ore`me de Novikov (voir
[109]) que F n’a pas de cycles e´vanouissants. Il s’en suit que les feuilles de F˜ sont
des plans, et que L est une 1-varie´te´ connexe et simplement connexe.
On note Ωk = Ω(δ
k) le domaine de L produit par le The´ore`me 1.30. Remar-
quons que Ωk est pre´serve´ par l’action de Γ.
E´tape 1 : aucun e´le´ment non trivial de Z n’admet un point fixe dans L. Sup-
posons a contrario qu’un e´le´ment δk de Z fixe un point de L. Alors, Uk = pi
−1(Ωk)
est un ouvert connexe et simplement connexe Γ-invariant. D’une part, e´tant sature´
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par F˜ , Uk est feuillete´ par plans. D’apre`s le The´ore`me de Palmeira, Uk est donc
home´omorphe a` R3. Son quotient par Γ est donc un K(Γ, 1), tout comme M . Ce
quotient est donc compact. E´tant aussi naturellement un ouvert de M , il s’en suit
que ce quotient est M tout entier, i.e., que Uk est L tout entier.
Notons P l’ensemble des points fixes de δk. L’adhe´rence de P dans Ωk = L est
l’ensemble des points presque fixes de δ. Comme les points non-se´pare´s de Ω sont
tous points fixes de δk, on en de´duit que P est un ferme´. Il est aussi Γ-invariant : il
correspond donc a` un ferme´ P de M sature´ par le feuilletage. Le groupe fondamental
de chaque feuille de F dans P est isomorphe a` un sous-groupe de Γ qui en outre
contient δk : c’est donc le groupe fondamental d’une surface a` centre non-trivial.
La feuille est donc un anneau ou un tore. Le deuxie`me cas est exclu par hypothe`se :
les feuilles dans P sont donc toutes des anneaux, de groupe fondamental cyclique.
En particulier, elles ne sont pas compactes ; si P n’est pas M tout entier, il contient
donc un minimal exceptionnel M. Or, d’apre`s un The´ore`me de Sacksdeter, il existe
dans P une feuille dont l’holonomie admet une de´rive´e de norme strictement plus
grande que 1. En d’autres termes, pi(M) contient un point x qui est un point fixe
hyperbolique de δk. Ceci implique que x est isole´ dans pi(M), et aboutit a` une
contradiction puisque M est exceptionnel.
Donc, P est M tout entier, i.e., P est L tout entier : δk agit trivialement sur
L. Le moyen le plus rapide de conclure est d’invoquer un The´ore`me de G. Hector,
classifiant a` conjugaison pre`s les feuilletages dont toutes les feuilles sont des anneaux
([128]). Ce The´ore`me implique en particulier qu’un tel feuilletage ne peut exister
que sur une varie´te´ fibrant en tores sur le cercle, ce qui n’est pas le cas ici et ame`ne
donc a` une contradiction.
E´tape 2 : aucun e´le´ment de Z n’admet un point presque fixe dans F . Raison-
nons a` nouveau par l’absurde en supposant l’existence d’un entier k pour lequel δk
admet un point presque fixe. D’apre`s le The´ore`me 1.30 et la premie`re e´tape, Ωk est
home´omorphe a` R. Un argument similaire a` celui de la premie`re e´tape montre que
Ωk est L tout entier. On obtient tout de suite une contradiction car cela` interdit a`
δk d’avoir des points presque fixes !
E´tape 3 : conclusion. Toujours selon le The´ore`me 1.30, Ω = Ω1 est soit home´o-
morphe a` R, soit une union “d’intervalles” [xi, yi] telle que chaque yi est non se´pare´
de xi+1. Dans le second cas, on obtient un morphisme k : Γ → Z uniquement de´fini
par la proprie´te´ suivante : pour tout γ dans Γ et pour tout entier i, γ(xi) = xk(γ)+i.
Ceci suffit pour de´montrer le The´ore`me 1.31 dans ce cas : en effet, la classe d’Euler
e est telle que δe est un poduit de commutateurs d’e´le´ments de Γ, et son image par
k doit donc eˆtre nulle. Donc, ek(δ) = 0, ce qui montre e = 0 puisque k(δ) est non
nul8.
Il ne reste que le cas ou` Ω est home´omorphe a` R : mais le meˆme argument
que celui utilise´ dans les deux premie`res e´tapes assure qu’alors Ω est L tout entier.
Puisque δ agit librement sur L ≈ R, son action est conjugue´e a` celle de la translation
x 7→ x+1. En d’autres termes, l’action de Γ sur F ≈ R est un releve´ d’une action de
Γ¯ sur le cercle. Le The´ore`me se de´duit de l’ine´galite´ de Milnor-Wood ([149, 197],
nous conseillons aussi [107]).
8Ce deuxie`me cas est de toute manie`re impossible : nous renvoyons a` [19] pour ce comple´ment
de preuve.
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Remarque 1.32. On voit que la preuve repose essentiellement sur le fait que
δ commute avec tous les e´le´ments de Γ. On en de´duit sans peine que le The´ore`me
s’e´tend au cas ou` Σ est une orbifold de caracte´ristique d’Euler ne´gative et p est une
fibration de Seifert. Voir [19] pour une preuve comple`te. Indiquons aussi que cette
ide´e de preuve e´tait dans la version preprint du travail de E. Ghys [102], mais a
e´te´ retire´e sur suggestion du referee.
On remarque aussi que le The´ore`me s’e´tend sans difficulte´ au cas ou` F est
un feuilletage faible d’un flot d’Anosov bien qu’un tel feuilletage soit seulement de
classe C1, et non C2. Dans le cas des flots d’Anosov, l’holonomie des feuilles est
hyperbolique, ce qui permet de se passer du The´ore`me de Sacksdeter, et d’adapter
le The´ore`me de Hector.
Remarque 1.33. A` vrai dire, le The´ore`me de Thurston pre´cise en outre qu’un
tel feuilletage est toujours isotope a` un feuilletage transverse a` la fibration en cercles,
et donc, a` la suspension d’une repre´sentation du groupe fondamental de Σ dans les
diffe´omorphismes du cercle.
A` partir de la version tronque´e pre´sente´e ici, ou` nous e´tablissons, modulo l’e´tape
3, que l’espace de feuilles associe´s est home´omorphe a` R, on peut presque de´duire
la version comple`te du The´ore`me de Thurston : on peut en fait montrer que le
feuilletage est conjugue´ a` un feuilletage suspension. Voir les arguments dans [102].
Remarque 1.34. Le The´ore`me 1.30 a e´te´ e´tendu par S. Fenley dans un cadre
plus ge´ne´ral pour les besoins de l’e´tude des diffe´omorphismes pseudo-anosov (cf.
[81]).
1.3.5. Flots d’Anosov a` e´quivalence topologique pre`s versus actions
de groupes discrets a` conjugaison pre`s. Le plus souvent en mathe´matiques,
la preuve de l’existence d’un objet satisfaisant des proprie´te´s prescrites utilisent
de manie`re essentielle l’unicite´ de l’objet-solution recherche´. En e´nonc¸ant ce prin-
cipe, nous avons a` l’esprit par exemple les the´ore`mes de point fixe contractant, les
me´thodes usuelles de re´solutions d’e´quations aux de´rive´es partielles, etc. . . Pour le
proble`me qui nous inte´resse ici au premier chef, a` savoir l’e´quivalence topologique
d’un flot donne´ a` un flot mode`le, l’objet recherche´ n’est pas unique, et est seule-
ment de´fini modulo isotopie le long du flot. Ainsi, cette non-unicite´ ame`ne dans les
preuves un type particulier de difficulte´. Il se trouve que cette difficulte´ se re´soud
de manie`re uniforme dans notre contexte en re´duisant le proble`me de l’e´quivalence
topologique entre flots a` un proble`me de conjugaison topologique entre actions d’un
meˆme groupe.
Pour ce faire, nous montrons que l’action du groupe fondamental Γ sur l’es-
pace des orbites QΦ suffit a` caracte´riser le flot d’Anosov a` e´quivalence topologique
pre`s. Avant d’e´noncer la proposition exprimant avec clarte´ cette observation, com-
menc¸ons par e´tablir les proprie´te´s topologiques particulie`rement agre´ables de l’es-
pace des orbites QΦ et de la projection canonique pi : M˜ → QΦ :
Proposition 1.35. Pour tout flot d’Anosov Φt de codimension 1, l’espace des
orbites QΦ est diffe´omorphe a` Rn−1, et l’application pi : M˜ → QΦ est une fibration
R-principale localement triviale.
Ide´e de la preuve Cette proposition est de´montre´e dans [16], ainsi que dans [78]
avec une preuve diffe´rente base´e sur le lemme de pistage.
Le premier pas consiste a` de´montrer que QΦ est une varie´te´ de dimension
n− 1 (e´ventuellement non-se´pare´e). Cela` de´coule imme´diatement du fait que pour
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chaque orbite θ˜ de Φ˜t , il existe une petite transversale locale qui rencontre θ et
qui ne rencontre chaque orbite de Φ˜t qu’en au plus un point. Or, comme nous il a
e´te´ vu auparavant, il existe des petites transversales locales dont l’intersection avec
chaque feuille de F˜s, ainsi qu’avec chaque feuille de F˜u, est connexe. On en de´duit
aise´ment l’assertion.
On de´montre ensuite que QΦ est se´pare´ au sens de Hausdorff. Soient θ˜1 et θ˜2
deux orbites distinctes de Φ˜t, il s’agit de de´montrer qu’il existe des ouverts U1 et
U2 sature´s par le flot contenant respectivement θ˜1, θ˜2 et qui soient disjoints l’un de
l’autre. Pour chaque i, soit Fi la feuille de F˜
s contenant θ˜i, et Vi le sature´ de Fi
par le feuilletage F˜uu. Ce sont des voisinages ouverts des θ˜i : s’ils sont disjoints,
l’affirmation est de´montre´e. Sinon, il existe une feuille u de F˜uu qui coupe Fi en
un unique point xi. Si x1 et x2 sont diffe´rents, il existe deux ouverts disjoints dans
u qui contiennent respectivement x1 et x2. Les sature´s par F˜
s de ces ouverts sont
alors des voisinages disjoints de θ˜1 et θ˜2 : nous avons conclu e´galement dans ce cas.
Reste le cas ou` x1 et x2 sont e´gaux, ce qui signifie que les θ˜i sont dans une
meˆme feuille de F˜s. En inversant les roˆles des feuilletages stable et instable, on
de´montre aussi l’affirmation, sauf peut-eˆtre dans le cas ou` les θ˜i sont en outre dans
une meˆme feuille de F˜u. Mais comme chaque feuille de F˜s rencontre chaque feuille
de F˜uu en au plus un point, ceci signifie que θ˜1 et θ˜2 sont e´gaux, ce qui est exclu
par hypothe`se.
E´tant se´pare´ au sens de Hausdorff, QΦ est une (n − 1)-varie´te´ au sens usuel.
Elle admet un feuilletage par plans de codimension 1 : la projection par pi de F˜s .
Le The´ore`me de Palmeira implique donc que cette varie´te´ est diffe´omorphe a` Rn−1.
Enfin, il est aise´ de de´montrer que la projection pi est une fibration localement
triviale, puisque les transversales locales produisent des sections locales de pi.
Dans la proposition suivante, Ψ−s de´signe le flot obtenu a` partir de Ψs en
inversant le sens de parcours des trajectoires.
Proposition 1.36. Soient (M, Φt) et (N, Ψt) deux flots d’Anosov de codimen-
sion 1. Notons Γ, Γ′ les groupes fondamentaux de M , N , et QΦ, QΨ les espaces
des orbites de Φt, Ψs (c’est-a`-dire, les espaces de feuilles des flots releve´s Φ˜t, Ψ˜s).
Alors, il existe une conjugaison topologique f entre (M, Φt) et (N, Ψ±s) si et seule-
ment si il existe un isomorphisme f∗ : Γ → Γ
′ et un home´omorphisme f¯ : QΦ → QΨ
qui soit e´quivariant, i.e., ve´rifiant :
f(γθ) = f∗(γ)f(θ)
De plus, si tel est le cas, f peut toujours eˆtre choisie de sorte qu’elle se rele`ve en
un home´omorphisme f˜ : M˜ → N˜ ve´rifiant :
piΦ ◦ f˜ = f¯ ◦ piΨ
ou` piΦ : M˜ → Q
Φ et piΨ : N˜ → Q
Ψ sont les applications quotients naturelles.
La proposition 1.36 re´duit donc comme annonce´ la preuve de l’existence de
l’e´quivalence topologique f a` celle de la conjugaison f¯ , ce dernier proble`me ne
contenant plus l’inde´termination “a` isotopie pre`s le long de Φt”.
Ide´e de la preuve Une des implications est e´vidente. Pour de´montrer l’autre,
on suppose l’existence d’une paire (f∗, f¯), et essayons d’obtenir une e´quivalence
topologique. On choisit une transversale comple`te T quelconque (non connexe) de
Φt dans M . Cette transversale se rele`ve en une tranversale Γ-invariante T˜ de Φ˜t. Si
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T est choisie convenablement, chaque composante connexe de T˜ rencontre chaque
orbite de Φ˜t en au plus un point, et toute orbite de Φ˜t rencontre un nombre fini
non nul de composantes connexes de T˜ . Comme piΨ est une fibration (localement)
triviale, pour chaque composante connexe S˜ de T˜ , la restriction de f¯ ◦ piΦ peut se
relever en une application f˜S˜ a` valeurs dans N˜ . Ses rele`vements peuvent eˆtre ope´re´s
de manie`re f∗ e´quivariante.
Pour chaque point x˜ de M˜ , il existe une composante connexe S˜, un re´el t et
un point y˜ tels que x˜ = Φ˜t(y˜). On de´finit alors f˜(x˜) comme e´tant Ψt(f˜S˜(y˜)). Bien
suˆr, cette de´finition n’est pas licite, car l’orbite de x˜ rencontre a priori plusieurs
composantes connexes diffe´rentes de T˜ . Ce proce´de´ associe donc plutoˆt a` chaque x˜
un nombre fini de points de N˜ . Mais ces points z˜1, . . . , z˜k appartiennent tous a` la
meˆme orbite θ˜ de Ψ˜s (la meˆme fibre de piΨ). En choisissant une partition de l’unite´
sur M , on se permet d’associer a` chacun des z˜i un coefficient : on peut alors de´finir
f˜(x˜) comme e´tant le barycentre dans θ˜ ≈ R des zi affecte´s de ces coefficients. On
obtient de la sorte une application continue f˜ qui est e´quivariante et qui satisfait :
f¯ ◦ piΦ = piΨ ◦ f˜
E´tant e´quivariante, cette application induit une application continue f : M →
N envoyant orbites de Φt sur orbites de Ψt.
Le point est que cette application n’est pas ne´cessairement injective. Le de´faut
d’injectivite´ se produit le long des feuilles : on peut de´finir un cocycle v : M×R → R
par :
f(Φtx) = Ψv(t,x)f(x)
Et f est injective si et seulement si, a` x fixe´, la fonction v(x, t) est strictement
croissante ou de´croissante en t. Mais cette proprie´te´ peut eˆtre obtenue en modifiant
les valeurs de f en poussant le long des orbites de Ψs. Cette modification ade´quate
peut eˆtre obtenue par un proce´de´ de diffusion le long des trajectoires de Ψs. Nous
ne ferons qu’indiquer succintement ici que ce proce´de´ aboutit si on peut e´tablir
qu’il existe un temps t0 tel que pour tout x, v(x, t0) est non nul, et que l’existence
d’un tel temps t0 s’obtient assez facilement graˆce a` la proprie´te´ Anosov. Voir [16]
pour plus de de´tails.
Une fois corrige´ ce de´faut d’injectivite´ le long des feuilles, on obtient un home´o-
morphisme entre M et N . Cet home´omorphisme est une e´quivalence topologique
entre Φt et Ψs si les v(x, t0) de´finis ci-dessus sont positifs. S’ils sont ne´gatifs,
l’home´omorphisme obtenu est une e´quivalence topologique entre Φt et Ψ−s.
Remarque 1.37. Cette ide´e de diffusion le long des feuilles est duˆe, de manie`re
inde´pendante, a` E. Ghys (voir [102]) et M. Gromov ([115] ; il convient de signaler
que le preprint dont cet article a e´merge´ est bien ante´rieur a` l’anne´e de publication !)
Remarque 1.38. Dans [16], la proprie´te´ Anosov est utilise´e de manie`re es-
sentielle pour obtenir l’injectivite´ le long des feuilles, i.e., de´montrer l’existence du
temps t0 pour lequel les v(x, t0) sont non-nuls. Dans [147], S. Matsumoto et T.
Tsuboi e´tendent la proposition 1.36 dans un cadre beaucoup plus ge´ne´ral. Ils pal-
lient a` l’absence de l’hypothe`se Anosov en obtenant le fait suivant : Soient (M, Φt)
et (N, Ψt) deux flots sur des varie´te´s compactes, dont les orbites sont a` rele`vement
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d’homotopie trivial9. Alors, toute e´quivalence d’homotopie entre (M, Φt) et (N, Ψs)
envoyant orbites sur orbites peut eˆtre transforme´e apre`s diffusion le long des tra-
jectoires en une e´quivalence topologique. Leur preuve repose sur une utilisation
judicieuse du The´ore`me de transversalite´ de Thom.
Remarque 1.39. Dans la proposition 1.36, une petite ambiguite´ demeure :
l’home´omorphisme f obtenu est-il une e´quivalence topologique ou une “anti-e´quiva-
lence” (i.e., renversant l’orientation des orbites) ?
Nous disposerons d’un crite`re e´le´mentaire pour distinguer aise´ment ces deux
cas de figure :
Lemme 1.40. Dans la proposition 1.36, l’home´omorphisme f est une e´quivalen-
ce topologique si et seulement si il envoie le feuilletage stable de Φt sur feuilletage
stable de Φs, et le feuilletage instable de Φt sur le feuilletage instable de Ψs.
Si tel n’est pas le cas, alors il permute feuilletages stables et instables.
Ce crite`re e´vident se de´tecte aise´ment sur f¯ graˆce au concept suivant :
De´finition 1.41. Les projections dans QΦ de F˜s et F˜u sont des feuilletages
par droites et hyperplans. Nous les notons Gs et Gu. Les applications canoniques
sont note´es ps : QΦ → Ls, pu : QΦ → Lu.
Corollaire 1.42. Dans la proposition 1.36, f est une e´quivalence topologique
si et seulement si f¯ envoie le feuilletage Gs(Φ) sur Gs(Ψ). Si tel n’est pas le cas,
alors f¯ envoie Gs(Φ) sur Gu(Ψ), et Gu(Φ) sur Gs(Ψ).
Remarque 1.43. Lorsque M est de dimension 3, on peut en fait facilement
obtenir un peu mieux : reconstruire a` partir de la simple donne´e (QΦ,Gs,Gu, Γ) le
flot d’Anosov lui-meˆme (toujours a` e´quivalence pre`s), tout du moins, dans le cas
gue`re restrictif (a` reveˆtement fini pre`s) ou` F s et Fu sont transversalement oriente´s.
En effet : QΦ est de classe C∞. Notons TQΦ son fibre´ tangent, et PTQΦ le
projectifie´ de TQΦ. Pour tout θ dans QΦ, PTθQ
Φ contient deux e´le´ments particu-
liers : les directions tangentes a` Gs et Gu. Le comple´mentaire de ces directions dans
QΦ, PTθQ
Φ ≈ RP 1 est l’union de deux intervalles. Comme les feuilletages sont
suppose´s transversalement oriente´s, on peut se´lectionner de manie`re continue et Γ-
e´quivariante un de ces intervalles pour chaque θ. Ceci de´finit un ouvert U ⊂ PTQΦ
qui est pre´serve´ par (la diffe´rentielle de) l’action de Γ. Cet ouvert est clairement
home´omorphe a` R3.
Proposition 1.44. L’action de Γ sur U est libre et proprement discontinue.
La preuve de cette proposition (non publie´e) ne pre´sente pas de difficulte´s
ve´ritables si ce n’est de de´ployer une logistique que nous pre´fe´rons re´server a` d’autres
circonstances. Tout au plus indiquons nous au lecteur averti que la preuve que nous
avons en teˆte fait intervenir une mesure bore´lienne invariante par le flot qui charge
les ouverts : par exemple, la mesure de Margulis. Pour le lecteur un peu moins averti
il suffit sans doute de se placer dans le cas particulier ou` Φt pre´serve une forme
volume - i.e., celui ou` Γ pre´serve une forme volume sur QΦ. Cette forme volume,
associe´e aux feuilletages Gs et Gu de´finit naturellement une me´trique lorentzienne
sur QΦ selon le (joli) proce´de´ suivant de´crit dans [9, 11] : la norme d’un vecteur
9Il suffit par exemple que pour chacun des flots l’union des orbites pe´riodiques soit d’inte´rieur
vide.
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tangent v en un point θ est l’e´valuation de la forme volume sur la paire (vs, vu), ou`
v = vs + vu, et vs, vu sont tangents en θ aux feuilletages Gs, Gu. Alors, l’ouvert U
n’est autre que (le projectifie´ de) l’espace des vecteurs tangents de normes lorent-
ziennes, disons, ne´gatives. Et il est facile de voir que le groupe des isome´tries d’une
varie´te´ lorentzienne agit proprement sur l’espace des vecteurs de norme ne´gative
(hint : le stabilisateur d’un tel vecteur tangent est compact).
Le quotient Γ\U est donc une varie´te´ M ′. Remarquons qu’elle a la meˆme
re´gularite´ que le flot. Remarquons aussi que les fibres de la fibration de U sur QΦ
induisent un feuilletage Ψ de dimension 1 sur M ′. On remarque meˆme les feuilles
de ce feuilletage admettent un parame´trage canonique : chaque fibre est un ouvert
de la droite projective PTθQ
Φ ≈ RP 1, projectivement isomorphe a` la demi-droite
affine ]0, +∞[. On peut donc de´finir le “rapport” entre deux points de cette fibre,
dont le logarithme de´finit une “distance” entre deux points de la fibre. Puisque la
diffe´rentielle d’un e´le´ment de Γ pre´serve la structure projective de ces fibres, cette
distance le long des fibres est Γ-invariante. Elle induit donc le parame´trage annonce´
sur les feuilles de Ψ, et donc, un flot Ψs. Ce flot est seulement Ho¨lder continu, mais
le feuilletage de dimension 1 qu’il engendre est lisse.
Maintenant, par simple invocation de la proposition 1.36 et du corollaire 1.42
(ou`, plus ve´ritablement, de la remarque 1.38), ce flot Ψs est topologiquement
e´quivalent a` Φt.
Cette remarque devrait convaincre le lecteur qu’on peut ve´ritablement re´duire
notre sujet d’e´tude a` celle de certains groupes de diffe´omorphismes du plan (qua-
drille´), ve´rifiant certaines proprie´te´s qu’il est fastidieux d’expliciter.
1.3.6. Caracte´risation par les feuilletages faibles. Dans ce paragraphe,
nous ne nous inte´ressons qu’au cas tridimensionel, c’est-a`-dire le cas ou` M est de
dimension trois.
Au paragraphe pre´ce´dent, nous avons vu comment le proble`me d’e´quivalence
topologique entre flots d’Anosov se re´duit a` un proble`me bidimensionnel de conju-
gaison topologique entre actions de groupes sur le plan. Mais nous allons voir ici
que, essentiellement, nous n’en sommes qu’a` la moitie´ du chemin : le proble`me peut
en fait se re´duire a` la dimension un.
The´ore`me 1.45 (Brunella [49]). Deux flots d’Anosov en dimension 3 topologi-
quement transitifs sont topologiquement e´quivalents si et seulement si leurs feuille-
tages faibles stables sont conjugue´s.
Remarque 1.46. Dans l’article [147], S. Matsumoto et T. Tsuboi s’inte´ressent
au proble`me de la classification a` conjugaison topologique pre`s de bi-feuilletages,
i.e., de paires (F1,F2) de feuilletages de codimension 1 transverses l’un par rap-
port a` l’autre. Remarquons que les feuilletages faibles d’un flot d’Anosov forment le
prototype meˆme d’un tel bi-feuilletage. Ils y montrent qu’il existe des bi-feuilletages
(F1,F2) tels que le feuilletage F1 et le feuilletage F2 soient respectivement conjugue´s
aux feuilletages faibles stable et instable d’un flot d’Anosov (en l’occurence, le flot
ge´ode´sique d’une surface, voir § 2.2), mais que ses conjugaisons ne peuvent pas
eˆtre ope´re´es de manie`re simultane´e par un seul home´omorphisme. Cela` montre le
caracte`re essentiel de l’hypothe`se Anosov dans l’e´nonce´ du The´ore`me 1.45. Ces
exemples de bi-feuilletages sont aussi particulie`rement inte´ressants, car nous sus-
pectons personnellement que les feuilletages intersections F1 ∩ F2 sont les seuls
feuilletages de dimension 1 transversalement conforme´ment lorentzien plat sur un
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fibre´ en cercles sur une surface de genre au moins 2. Mais, ce faisant, nous abordons
un the`me que nous souhaitons ne de´velopper que plus tard.
Le The´ore`me 1.45 indique que les flots d’Anosov sont essentiellement caracte´ri-
se´s (a` e´quivalence topologique pre`s) par l’espace des feuilles faibles Ls, c’est-a`-dire,
un objet unidimensionel. Mais la re´duction a` la dimension un que nous voulons
pre´senter ici est de nature le´ge`rement diffe´rente : elle est plus pre´cise, au de´triment
de la ge´ne´ralite´.
Tout d’abord, bien qu’une version plus ge´ne´rale peut vraisemblablement eˆtre
e´labore´e dans le cas ge´ne´ral, nous n’utiliserons ici ce principe que pour les flots
d’Anosov alignables, c’est-a`-dire, rappelons-le, pour lesquels un des espaces de
feuilles, disons Ls, est home´omorphe a` R. Dans [16], nous montrons que l’autre
espace de feuilles Lu est alors lui aussi home´omorphe a` R. On remarque ensuite
que toute orbite de Φ˜t appartient a` une et une seule feuille de F˜s , ainsi qu’a` une
et une seule feuille de F˜u . On peut ainsi de´finir un plongement Γ-e´quivariant de
QΦ dans le produit Ls×Lu, identifiant QΦ a` un ouvert Q de Ls×Lu (l’action de Γ
sur Ls ×Lu e´tant bien suˆr l’action diagonale). Le point essentiel est que cet ouvert
peut eˆtre aise´ment de´crit :
The´ore`me 1.47 ([16]). Soit (M, Φt) un flot d’Anosov alignable sur une varie´te´
de dimension 3. Alors, l’espace des orbites QΦ s’identifie de manie`re Γ-e´quivariante
a` un ouvert de Ls ×Lu qui est :
– soit Ls ×Lu tout entier, le flot est dit alors produit.
– soit l’ouvert compris entre les graphes de deux home´omorphismes α, β : Ls →
Lu.
Dans le premier cas, le cas produit, nous verrons que le flot d’Anosov est alors
topologiquement e´quivalent a` la suspension d’un diffe´omorphisme line´aire (Anosov)
du tore (voir la section 2.1 pour une de´finition - si ne´cessaire - et la proposition 2.9
pour une de´monstration). Ce cas est donc parfaitement identifie´ et compris, et dans
la suite, nous sous-entendrons souvent par flot d’Anosov alignable un flot d’Anosov
alignable non produit.
Dans le cas non produit, nous obtenons deux home´omorphismes α, β, dont
la simple existence a de´ja` des implications non-triviales et peut-eˆtre assez surpre-
nantes :
Corollaire 1.48. Soit (M, Φt) un flot d’Anosov alignable non-produit sur une
varie´te´ de dimension 3. Alors :
– M est orientable,
– le flot Φt est topologiquement e´quivalent a` son inverse, l’e´quivalence topolo-
gique e´tant homotope a` l’identite´,
– il n’existe aucune surface compacte sans bord immerge´e dans M de manie`re
transverse a` Φt .
Ce corollaire s’e´tablit assez facilement. Le point essentiel est que la paire
(α−1 ◦pu, β ◦ps) de´finit un home´omorphisme Γ-e´quivariant de Ls×Lu qui pre´serve
Q ≈ QΦ tout en e´changeant les feuilletages verticaux-horizontaux. Il induit donc
d’apre`s la proposition 1.36 et le corollaire 1.42 une e´quivalence topologique entre
le flot et son inverse, qui est de plus homotope a` l’identite´. Une surface immerge´e
transverse a` Φt induit une classe de cohomologie dans H1(M, Z) dont l’e´valuation
sur toute orbite de Φt - oriente´e par son sens de parcours - est positive ou nulle :
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ceci est incompatible avec l’existence de l’e´quivalence topologique que nous venons
d’exhiber. Enfin, cette e´quivalence topologique e´change les deux feuilletages faibles
entre eux : ils sont donc tous les deux simultane´ment transversalement orientables
ou non-orientables. Comme le flot est oriente´ par son sens de parcours, la varie´te´
M est donc oriente´e10.
Cette simple observation a donc de´ja` e´te´ fertile en retombe´es. Mais la re-
marque essentielle ici est que la simple donne´e de Ls, muni de l’action de Γ, et de
l’home´omorphisme τ s = α−1 ◦ β suffit pour recomposer de manie`re Γ-e´quivariante
l’espace des orbites (QΦ, Γ) a` conjugaison topologique pre`s, et par suite, le flot
d’Anosov lui-meˆme a` e´quivalence topologique pre`s. En effet, l’ouvert Q, et par
suite QΦ, s’identifie de manie`re e´quivariante a` l’ouvert de Ls×Ls compris entre les
graphes de l’application identite´ et de τ s. On peut donc e´noncer :
Proposition 1.49. Deux flots d’Anosov alignables (M, Φt), (N, Ψs) en dimen-
sion 3 sont topologiquement e´quivalents si et seulement si il existe un home´omor-
phisme f : Ls(Φ) → Ls(Ψ) e´quivariant pour les actions des groupes fondamentaux
pour lequel f ◦ τ sΦ = τ
s
Ψ ◦ f .
Remarque 1.50. L’home´omorphisme τ s agit sans point fixe sur Ls et il com-
mute avec l’action de Γ : le quotient de Ls par l’action de τ s est donc un cercle
topologique Ss sur lequel agit le groupe Γ. On peut donc ainsi associer de manie`re
naturel au flot d’Anosov alignable une action fide`le du groupe fondamental sur le
cercle dont, a` peu de choses pre`s, la classe de conjugaison est un invariant complet
d’e´quivalence topologique du flot. Le “peu de choses pre`s” n’est pas anodin : en
effet, une action donne´e de Γ sur le cercle se rele`ve de plusieurs manie`res diffe´rentes
sur la droite R, ces diffe´rents releve´s e´tant diffe´rentie´s par un e´le´ment de H1(Γ, Z).
On peut s’interroger s’il est vrai que parmi tous ces releve´s, une seule peut corres-
pondre a` un flot d’Anosov alignable ?
Remarque 1.51. (Re´gularite´ de τ s) L’home´omorphisme τ s n’est en ge´ne´ral
qu’Ho¨lder (cette remarque est faite tardivement dans [23]). Il est remarquable
qu’il ne peut eˆtre C1 que si le flot est (a` reveˆtements finis pre`s) topologiquement
e´quivalent au flot ge´ode´sique d’une surface a` courbure ne´gative (proposition 6.6).
La frontie`re entre le cas ge´ne´ral ho¨lder et le cas C1 est meˆme plus te´nue : d’une part,
toute action minimale (et continue) sur le cercle d’un groupe finiment engendre´ est
topologiquement conjugue´e a` une action Lipschitz (cet e´nonce´ surprenant provient
de l’existence d’une mesure harmonique sur le cercle pour l’action du groupe ; il
nous a e´te´ signale´ par B. Deroin). Mais, par ailleurs, toujours sous l’hypothe`se ou`
le flot d’Anosov n’est pas a` reveˆtement fini pre`s un flot ge´ode´sique, il nous apparaˆıt
fort probable (sans que nous sachions le de´montrer) que l’action de Γ sur le cercle
Ls n’est jamais conjugue´e a` une action de classe C1.
10S. Fenley a exploite´ cette remarque pour exhiber des varie´te´s hyperboliques admettant des
flots d’Anosov non alignables. C’est, a` notre connaissance, le seul proce´de´ permettant de montrer
ce type de re´sultat.
CHAPITRE 2
Exemples
Nous ne produisons les exemples connus qu’assez tardivement, mais nous avons
juge´ pre´fe´rable de regrouper leur pre´sentation en un seul chapitre, afin de faciliter
la vision synthe´tique. Excepte´ le cas facile des suspensions, nous ne de´crivons ici
que des flots d’Anosov en dimension 3.
2.1. Suspensions
L’exemple le plus simple de flot d’Anosov est ve´ritablement celui des suspen-
sions de diffe´omorphismes d’Anosov.
2.1.1. Des suspensions en ge´ne´ral. Rappelons tout d’abord ce qu’est la
suspension d’un diffe´omorphisme f : S → S : sur le produit S × R, on conside`re
l’action du groupe Z suivante :
n.(x, t) = (fn(x), t− n)
Cette action est manifestement libre et propre : en effet, la projection sur la
deuxie`me coordonne´e t est e´quivariante lorsqu’on conside`re l’action de Z sur R par
translations entie`res. Sur la varie´te´ quotient, que nous notons Sf , on dispose d’un
flot naturel : celui induit par les translations en t :
Φsf [x, t] = [x, t + s]
Il est plus usuel de de´finir les suspensions d’une manie`re plus visuelle, en tant
que re´sultat du recollement par f des deux composantes de bord de S× [0, 1]. Mais
la pre´sentation privile´gie´e ici a le grand avantage de rendre e´vident que Φsf a la
meˆme re´gularite´ que f . Et que le champ de vecteurs sous-jacent est de classe Cr−1
si f est de classe Cr.
Pour garder l’esprit qui anime ce me´moire, il est plus ade´quat de de´finir les
suspensions comme e´tant les flots topologiquement e´quivalents a` un des Φsf de´fini
ci-dessus. Ceci revient a` les de´finir comme e´tant :
- le passage au quotient des flots sur S×R engendre´s par les champs de vecteurs
de la forme u(x, t) ∂∂t ou` u(x, t) est 1-pe´riodique en t,
- ou bien, les flots admettant une section totale S, i.e., les flots Φt sur une
varie´te´ M qui sont transverses a` une surface plonge´e S et pour lesquels il existe un
T > 0 tel que pour tout point x de M il existe un temps t dans l’intervalle ]0, T [
pour lequel Φt(x) appartient a` S.
Nous nous contentons juste de pre´ciser ici que dans la deuxie`me formulation,
le f permettant de retrouver la premie`re formulation est l’application de premier
retour, i.e., l’application a` un e´le´ment x de S associe le point Φt(x)(x), ou` t(x) est
le plus petit nombre (strictement) positif t pour lequel Φt(x) appartient a` S.
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2.1.2. Suspensions line´aires hyperboliques. Il est e´vident que Φf est
Anosov de`s que f est un diffe´omorphisme d’Anosov, c’est-a`-dire, s’il existe une
de´composition TS = Es ⊕ Eu invariante par la diffe´rentielle de f , et telle que les
vecteurs tangents dans Es (respectivement dans Eu) sont contracte´s (respective-
ment dilate´s) exponentiellement sous l’action des ite´re´s positifs de la diffe´rentielle
de f . Dans la “formulation qui anime l’esprit de ce me´moire”, et qui donc sera celle
qui dore´navant aura cours, une suspension est un flot d’Anosov de`s que l’application
de premier retour est un diffe´omorphisme d’Anosov.
Une fois mise au point cette de´finition des suspensions, nous pouvons de´finir
notre premier exemple de flot d’Anosov :
De´finition 2.1. Soit A un e´le´ment inversible de GL(n,Z). Nous appelons
suspension line´aire de premier retour A (ou de monodromie A) la suspension du
diffe´omorphisme du tore Rn/Zn induit par A.
La proposition suivante est assez e´vidente :
Proposition 2.2. Lorsque les valeurs propres de A sont toutes de module
diffe´rent de 1, la suspension de monodromie A est un flot d’Anosov.
De´finition 2.3. Un e´le´ment de GL(n,Z) dont toutes les valeurs propres sont
de modules diffe´rents de 1 est dit hyperbolique.
Remarque 2.4. On peut montrer que deux suspensions de diffe´omorphismes
line´aires hyperboliques du tore sont topologiquement conjugue´es si et seulement si
leurs applications de premier retour sont conjugue´es dans GL(n,Z). Observons que
le proble`me de conjugaison dans le groupe des matrices entie`res est un the`me tre`s
riche, meˆme en dimension 2, de nature arithme´tique. Indiquons juste ici qu’il existe
des e´le´ments hyperboliques de GL(2,Z) qui ne sont pas conjugue´s a` leur inverse.
Signalons aussi que pour tout diffe´omorphisme Anosov f du tore, il existe un
reveˆtement fini du tore sur lequel f se rele`ve en un diffe´omorphisme conjugue´ a` son
inverse : En effet, pour tout e´le´ment A de GL(2, Z) et pour tout e´le´ment u de Z2,
la restriction de A au re´seau engendre´ par u et A(u) s’exprime sous la forme d’une
matrice compagnon, qui est bien conjugue´e a` son inverse.
2.1.3. Caracte´risation des suspensions Anosov. Deux suspensions sont
topologiquement e´quivalentes de`s que leurs applications de premier retour sont
conjugue´es. Or, il s’ave`re que la classification des diffe´omorphismes d’Anosov est
particulie`rement simple ; en tout cas, bien plus aise´e que la classification a` e´quivalen-
ce topologique pre`s des flots d’Anosov :
The´ore`me 2.5 (Franks [87], Newhouse [159]). Tout diffe´omorphisme d’Ano-
sov dont un des fibre´s invariants Es, Eu est de dimension 1 est (topologiquement
conjugue´ a`) un diffe´omorphisme line´aire hyperbolique du tore.
Nous ne reproduisons pas ici la preuve comple`te de ce The´ore`me, mais le cas
de la dimension 2 - qui est le seul intervenant pour les flots d’Anosov en dimension
3 - est suffisamment instructif :
Esquisse de la preuve de 2.5 en dimension 2. Tout d’abord, pour tout dif-
fe´omorphisme d’Anosov, les fibre´s Es et Eu sont tangents a` des feuilletages Fs, Fu
de S dont les feuilles sont diffe´omorphes a` des espaces affines Rk. Lorsque S est
de dimension 2, l’existence de ces feuilletages assure que la surface S est un tore.
Chacun de ces feuilletages est un feuilletage par droites, ils sont donc l’un comme
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l’autre topologiquement conjugue´ a` la suspension d’un home´omorphisme du cercle
a` nombre de rotation irrationnel (The´ore`me de Sacksdeter sur les feuilletages sans
holonomie). On ne peut appliquer ici le The´ore`me de Denjoy, puisque les feuilletages
sont seulement C1, mais comme les espaces de feuilles sont ici Hausdorff, on peut
appliquer la remarque 1.28 : les feuilletages sont a` feuilles denses, ce qui montre
que les home´omorphismes du cercle ci-dessus sont topologiquement conjugue´s a`
des rotations. En particulier, ils pre´servent chacun une me´trique euclidienne plate
du cercle, ce qui montre que Fs et Fu admettent chacun une mesure transverse
invariante. Comme ils sont transverses l’un par rapport a` l’autre, leurs mesures
transverses permettent de de´finir un atlas sur le tore M tel que :
– dans chaque carte, les plaques de Fs soient donne´es par {x = Cte}, et celles
de Fu par {y = Cte},
– les changements de carte pre´servent dx et dy.
Dans cet atlas, les feuilletages sont de´finis par des formes ferme´es lisses ωs, ωu.
De plus, comme les rotations du cercle sont uniquement ergodiques, les mesures
transverses invariantes e´voque´es ci-dessus sont uniques a` un facteur multiplicatif
pre`s, ce qui assure que les 1-formes ferme´es ωs, ωu sont uniques a` facteurs multipli-
catifs pre`s. Comme le diffe´omorphisme d’Anosov pre´serve chacun des feuilletages,
il envoie ωs sur λsωs, et ωu sur λuωu, ou` λs et λu sont des nombres re´els positifs.
Comme f est Anosov, il est clair que λs est strictement plus grand que 1, et que
λu est strictement plus petit que 1.
Dans le reveˆtement universel M˜ , les releve´s de ωs,u sont des 1-formes exactes :
il existe donc des fonctions ϕs,u : M˜ → R telles que :
– les fibres de ϕs,u sont les feuilles de F˜s,uu,
– pour tout e´le´ment γ du groupe fondamental Γ de M , il existe deux nombres
re´els rs(γ) et ru(γ) tels que :
ϕs,u ◦ γ = ϕs,u + rs,u(γ)
– il existe deux nombres rs0, r
u
0 tels que :
ϕs,u ◦ f˜ = λs,uϕs,u + rs,u0
La paire (ϕs, ϕu) identifie donc M˜ a` R2, de sorte qu’apre`s identification, Γ
devient un groupe de translations, et f˜ une transformation affine A. Remarquons
que Γ s’identifie plus pre´cise´mment a` un re´seau de R2, et donc, apre`s changement
de base, a` Z2. La partie line´aire de f˜ s’identifie donc a` un e´le´ment de GL(2, Z),
de valeurs propres 0 < λu < 1 < λs : c’est donc une matrice hyperbolique. Le
The´ore`me est de´montre´.
Remarque 2.6. La remarque 2.4 se traduit pour les suspensions sous la forme
suivante : toute suspension Anosov est finiment reveˆtue par une suspension Anosov
topologiquement e´quivalente a` son propre inverse, mais ceci n’empeˆche pas qu’il
existe des suspensions Anosov qui ne sont pas topologiquement e´quivalentes a` leur
propre inverse.
Remarque 2.7. Les varie´te´s ambientes de suspensions sont bien suˆr des fibre´s
en tores sur le cercle, remarquons juste ici que comme la monodromie est hyperbo-
lique, cette fibration sur le cercle est unique a` isotopie pre`s. Il s’en suit que sur un
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tel fibre´ sur le cercle, et au vu de la remarque pre´ce´dente, il n’existe que deux sus-
pensions Anosov a` e´quivalence topologique pre`s, inverses l’une de l’autre. D’apre`s
la remarque pre´ce´dente, il arrive meˆme souvent qu’il n’existe sur ces fibre´s sur le
cercle qu’une seule classe de flot d’Anosov a` e´quivalence topologique pre`s.
2.1.4. De la nature alge´brique des suspensions Anosov. Appelons Sol
le groupe de Lie simplement connexe, connexe, re´soluble mais non nilpotent, de
dimension 3. Il s’agit du groupe line´aire forme´ des matrices re´elles d’ordre 3 de la
forme : 




Il contient comme sous-groupe a` un parame`tre gt le groupe des matrices dia-
gonales {x = y = 0}. Il admet aussi des re´seaux cocompacts, et l’action a` droite
de gt sur les quotients a` gauche de Sol par ces re´seaux induit un flot. Nous lais-
sons au lecteur le soin de s’assurer que ces flots sont tous des suspensions line´aires
hyperboliques, et que toute suspension Anosov s’obtient de cette manie`re.
Cette construction s’e´tend en toute dimension, amenant a` des exemples de
diffe´omorphismes d’Anosov qui sont des automorphismes hyperboliques d’inframil-
manifolds ([188]).
Remarque 2.8. Bien davantage est connu sur les diffe´omorphismes d’Anosov,
sans meˆme l’hypothe`se codimension 1. Par exemple, tout diffe´omorphisme d’Anosov
sur le tore Tn est topologiquement conjugue´ a` un diffe´omorphisme line´aire hyperbo-
lique ([87]). Il est conjecture´ que tout diffe´omorphisme d’Anosov est un automor-
phisme hyperbolique d’infranilmanifold.
2.1.5. Structure produit des suspensions. Les feuilletages faibles stables
et instables d’une suspension sont e´videmment les sature´s sous le flot des feuilletages
invariants stables et instables de l’application de premier retour. Et il est tout aussi
clair que l’espace des orbites du flot QΦ s’identifie au reveˆtement universel S˜ de
la section. De plus, le groupe fondamental Γ est le produit semi-direct du groupe
fondamental ΓS de la section par Z, ou` l’action du ge´ne´rateur de Z sur ΓS est celle
de l’automorphisme du groupe fondamental de S induit par f . L’action de Γ sur
QΦ ≈ S˜ correspond donc engendre´e par l’action de ΓS sur S˜ et les releve´s de f a`
S˜.
La preuve du The´ore`me 2.5 produite ci-dessus dans le cas bidimensionnel,
montre donc clairement que les espaces des feuilles Ls,u associe´s a` une suspension
sont home´omorphes a` R. De manie`re plus pre´cise, les projections ps,u s’identifient
aux applications ϕs,u de´finies lors de cette preuve. Ainsi, les suspensions Anosov
sont alignables.
De plus, chaque fibre de ϕs rencontre chaque fibre de ϕu. Ceci montre que
une des affirmations apparaissant dans l’e´nonce´ du The´ore`me 1.47 : les suspensions
Anosov sont produits. Montrons l’implication inverse :
Proposition 2.9. Tout flot d’Anosov en dimension 3 alignable produit est une
suspension.
Preuve Lors de la preuve partielle du The´ore`me 2.5 ci-dessus, nous avons utilise´
le fait que tout home´omorphisme du cercle n’admettant que des orbites denses
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est topologiquement conjugue´ a` une rotation d’angle irrationnelle. Ce fait est un
corollaire du The´ore`me plus ge´ne´ral suivant, dit The´ore`me de Ho¨lder ([129]) :
Soit Γ un groupe d’home´omorphismes de R pre´servant l’orientation. On suppose
qu’il agit librement sur R, i.e., qu’aucun e´le´ment de Γ n’admet de point fixe dans R.
Alors, il existe un homomorphisme injectif r : Γ → R, et une application continue
croissante ϕ : R → R telle que, pour tout γ dans Γ :
ϕ ◦ γ = ϕ + r(γ)
De plus, si l’action de Γ sur R admet une orbite dense, alors elle est minimale,
et ϕ est un home´omorphisme. En d’autres termes, l’action de Γ est dans ce cas
conjugue´e a` une action par translations.
La preuve de la proposition 2.9 est elle entie`rement base´e sur le magnifique
The´ore`me suivant, duˆ a` V.V. Solodov ([181], voir [16] pour une preuve) :
The´ore`me 2.10 (Solodov). Soit Γ un groupe d’home´omorphismes de R pre´ser-
vant l’orientation. On suppose que chaque e´le´ment de Γ diffe´rent de l’identite´ admet
au plus un point fixe, et que s’il en admet un, ce point fixe est de type hyperbolique,
i.e., attractif ou re´pulsif. Alors, il existe un morphisme injectif ρ : Γ → Aff(1, R),
a` valeurs dans le groupe des transformations affines de la droite re´elle, et une
application continue croissante ϕ : R → R telle que, pour tout γ dans Γ :
ϕ ◦ γ = ρ(γ)(ϕ)
De plus, si l’action de Γ sur R admet une orbite dense, alors elle est minimale,
et ϕ est un home´omorphisme. En d’autres termes, l’action de Γ est dans ce cas
conjugue´e a` une action affine.
Voyons comment de´montrer la proposition 2.9 a` partir du The´ore`me de Solo-
dov : on remarque tout d’abord que le The´ore`me de Solodov s’applique aux actions
de Γ sur chaque espace de feuille Ls,u. En effet, si x est un point fixe dans, disons, Ls
d’un e´le´ment γ de Γ, il correspond a` une feuille cylindrique F s de Fs. L’holonomie
de F s est attractive ou re´pulsive (suivant le sens de parcours) : il s’en suit que x est
un point fixe attractif ou re´pulsif de γ. De plus, la feuille (ps)−1(x) de Gs correspon-
dante contient un unique point fixe θ de γ. Soit gu l’unique feuille de Gu contenant
θ : elle est γ-invariante, et ne contient pas d’autres points fixes de γ que x (ceci
parce que la γ-orbite de tout point de gu s’accumule sur θ). Or, selon l’hypothe`se
produit, la restriction de ps a` gu est surjective. Comme elle est γ-e´quivariante il
s’ensuit que x est l’unique point fixe de γ dans Ls ≈ R. Ceci montre comme voulu
que l’action de Γ sur Ls ve´rifie les hypothe`ses du The´ore`me de Solodov. Il en est
de meˆme pour celle sur Lu.
Remarquons que comme les actions de Γ sur Ls,u sont minimales, on obtient
au bout du compte que ce sont, apre`s conjugaison topologique, des actions affines.
Ces structures affines invariantes sur les espaces de feuilles se recomposent en une
structure affine sur QΦ qui est Γ-invariante. En fait, QΦ muni de cette structure
affine est isomorphe a` R2, et l’action affine de Γ sur QΦ est de´crite par un morphisme
ρ : Γ → Aff(2, R). De plus, pour chaque e´le´ment γ de Γ, la partie line´aire Λ(γ) de





Ceci de´finit deux morphismes a, b : Γ → R. Il doit eˆtre clair pour le lecteur que
a(γ) et b(γ) ont toujours le meˆme signe. Par exemple, le noyau de a, ainsi que celui
de b, est l’ensemble des e´le´ments de Γ qui ne fixe pas de point dans QΦ : a et b ont
donc le meˆme noyau, qui est aussi celui de Λ. Nous notons N ce noyau : c’est un
sous-groupe distingue´ de Γ, et ρ(N) est un groupe de translations sur R2.
D’apre`s le lemme de pistage, il existe un temps T et un nombre re´el positif 
tel que toute orbite partant d’un point x de M , et revenant au bout d’un temps
supe´rieur a` T dans le -voisinage de x, est piste´e par une orbite pe´riodique. Cette
proprie´te´, e´nonce´e dans QΦ, signifie que tout e´le´ment θ de QΦ admet un voisinage
U tel que si un e´le´ment non-trivial γ de Γ envoie θ dans U , alors Λ(γ) est non-
trivial. Ceci implique que l’action de N sur QΦ est libre et propre, et que ρ(N) est
un sous-groupe discret de R2. C’est donc un groupe abe´lien sans torsion de rang k
au plus deux.
Si N est le groupe trivial, alors Γ est abe´lien. On en de´duit qu’il admet un point
fixe global dans QΦ ≈ R2. Ceci implique que Γ est cyclique, et que Φt n’admet
qu’une orbite pe´riodique : absurde.
Le rang k est donc au moins 1 : s’il est exactement 1, N est contenu dans
une droite de R2 qui est Λ(Γ)-invariante. Cette droite est donc {x = 0} ou {y =
0}. Donc, une des deux fonctions coordonne´es, disons la premie`re, x, est ρ(Γ)-
invariante. Compose´e avec piΦ, elle de´finit une submersion surjective de M˜ sur R
qui est constante sur les orbites de Γ. Elle induit donc une submersion de M sur
R. Ceci contredit la compacite´ de M .
Donc, le rang k est 2, en d’autres termes, N est un re´seau de R2. Il est de
plus Λ(Γ)-invariant. Le seul e´le´ment que nous en retirons, et qui va nous suffire par
conclure, est que ceci montre que le de´terminant de Λ(γ) vaut 1. Donc, pour tout
γ, les coefficients diagonaux a(γ) et b(γ) sont e´gaux. Donc, le morphisme ρ est a`
valeurs dans le groupe Sol.
A` la remarque 1.43, nous avons de´fini un certain ouvert U de PTQΦ. Nous
remarquons que cet ouvert U s’identifie a` une orbite ouverte de l’action de la
diffe´rentielle de l’action affine de Sol sur R2. Cette action de Sol sur U est meˆme
simplement transitive. Alors, la Proposition 1.44 implique que ρ(Γ) est un sous-
groupe discret de Sol. En appliquant le contenu de la remarque 1.43, on obtient
meˆme que ρ(Γ) est un re´seau de Sol. Pour conclure, il suffit de remarquer que sous
l’identification U ≈ Sol provenant de l’application d’e´valuation, le flot Ψs de´fini a`
la remarque 1.43 correspond au flot provenant de l’action a` droite du sous-groupe
gt de Sol : le flot d’Anosov initial Φt est donc topologiquement e´quivalent au flot
suspension de´fini par ρ(Γ) a` la section 2.1.4.
Remarque 2.11. Le The´ore`me 2.9 reste valable pour les flots d’Anosov topo-
logiques, bien que la partie finale de la preuve n’est pas valable dans ce contexte
plus ge´ne´ral, en raison de l’utilisation de la Remarque 1.43. Mais il n’est pas difficile
d’ame´nager cette partie finale dans le cas des flots d’Anosov topologiques.
Remarque 2.12. Le groupe Sol est pre´cise´ment le groupe des isome´tries de
l’espace de Minkowski de dimension 2 pre´servant l’orientation ainsi que l’orientation
chronologique. La preuve ci-dessus a essentiellement consiste´ a` de´montrer que le flot
pre´serve une me´trique lorentzienne plate.
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2.2. Flot ge´ode´sique
2.2.1. Flots ge´ode´siques en courbure variable. Soit Σ une varie´te´ com-
pacte sans bord, munie d’une me´trique riemannienne g de classe C2. Notons T 1Σ
le fibre´ unitaire tangent a` Σ. Le flot ge´ode´sique de S est le flot Φtg sur T
1Σ qui, au
temps t, a` un vecteur tangent v associe le vecteur unitaire tangent a` ηv en exp(tv),
ou` ηv est la ge´ode´sique de´finie par v, et exp(tv) le point de ηv a` distance t dans ηv
du point base de v.
La remarque fondamentale, e´tablie par Anosov [6] - ce qui est a` l’origine de la
terminologie “flot d’Anosov” - est que si M est a` courbure ne´gative, alors le flot
ge´ode´sique Φtg est d’Anosov.
Ceci est techniquement de´licat a` e´tablir, nous nous contenterons ici de de´crire
plus loin le cas de la courbure constante, et cela`, lorsque Σ est de dimension 2 (et
donc M = T 1Σ de dimension 3).
Pour l’instant, nous voulons justifier un abus de langage courant : nous parle-
rons toujours du flot ge´ode´sique de la surface1, alors que le flot de´pend du choix
d’une me´trique. Ce pe´che´ (ve´niel) est comple`tement absout par le fait suivant : les
flots ge´ode´siques de me´triques riemanniennes a` courbure ne´gative sur une meˆme
surface Σ sont topologiquement e´quivalents, les e´quivalences topologiques pouvant
de plus eˆtre choisies isotopes a` l’identite´. Pour donner un sens a` cette remarque, il
faut d’abord observer que les divers flots ge´ode´siques sont bien de´finis sur la meˆme
varie´te´, ce qui peut-eˆtre n’est pas imme´diatement e´vident puisque, pour simplifier,
nous l’avons de´fini pre´ce´demment sur le fibre´ unitaire tangent a` la surface, ce qui
semble de´pendre de la me´trique. Pour contourner cette le´ge`re contrarie´te´, il suffit
de de´finir le flot ge´ode´sique sur le projectifie´ positif de l’espace tangent a` Σ : c’est
le fibre´ sur Σ, note´ P +TΣ, dont les fibres sont les espaces de rayons de chaque
TxΣ. Ce fibre´ ne de´pend pas de la me´trique choisie, et il est clair qu’on peut fort
bien de´finir le flot ge´ode´sique sur ce fibre´, en remplac¸ant “vecteur unitaire” par
“direction tangente oriente´e”.
Une fois mise en place une varie´te´ sur laquelle vivent les divers flots ge´ode´siques,
nous devons montrer notre affirmation d’unicite´ a` e´quivalence topologique pre`s des
flots d’Anosov. Elle s’obtient a` partir des deux remarques suivantes :
– (Coordonne´es isothermes) Toute classe de conforme de me´trique sur Σ
contient une et une seule me´trique a` courbure constante −1. Ceci signifie que toute
me´trique g sur Σ est de la forme e2fg0 ou` g0 est une me´trique a` courbure constante
−1. De plus, sa courbure en tout point est alors −e−2f (∆0(f) + 1) ou` ∆0 est
l’ope´rateur laplacien de g0. Il apparait donc que, dans une classe conforme donne´e,
les me´triques a` courbure ne´gative forment un sous-espace connexe.
– (Connexite´ de l’espace de Teichmu¨ller) L’espace des me´triques a` cour-
bure constante −1 sur Σ est connexe. L’espace des me´triques a` courbure constante
a` isotopie pre`s - l’espace de Teichmu¨ller - est connexe. L’espace des me´triques a`
courbure constante est donc lui-meˆme connexe.
Ces deux remarques rassemble´es montrent la connexite´ de l’espace des me´tri-
ques riemanniennes de classe C2 a` courbure ne´gative : en effet, elles mettent en
e´vidence une fibration de cet espace a` fibres connexes sur un espace connexe - l’es-
pace de Teichmu¨ller. Comme les flots ge´ode´siques associe´s sont Anosov, la stabilite´
structurelle des flots d’Anosov implique donc le re´sultat annonce´.
1Notons aussi que parler du flot ge´ode´sique d’une surface riemannienne peut induire une
confusion : le flot n’est pas de´fini sur la surface, mais sur son fibre´ unitaire tangent.
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Remarque 2.13. Ce phe´nome`ne admet une extension encore plus ge´ne´rale :
meˆme s’il est grossie`rement faux que tous les flots ge´ode´siques de Σ soient Ano-
sov, ils sont quand meˆme tous semi-conjugue´s au flot ge´ode´sique Anosov, au sens
ou` pour toute me´trique g, et pour toute me´trique g0 a` courbure constante −1,
il existe une application continue f : P +TΣ → P+TΣ envoyant les orbites du
flot ge´ode´sique Φtg sur celles de Φ
t
g0 . Ceci a e´te´ observe´ en premier, dans l’esprit,
par Morse ([154, 155]). M. Gromov a e´tendu ce re´sultat de la manie`re suivante
([114]) : a` tout groupe hyperbolique (au sens de Gromov)(par exemple, le groupe
fondamental d’une varie´te´ admettant une me´trique a` courbure ne´gative), il associe
un “flot” dont les orbites correspondent aux quasi-ge´ode´siques du groupe, modulo
une certaine relation d’e´quivalence. Cette construction illustre de manie`re frap-
pante le fait qu’en courbure ne´gative - dans le cas Anosov aimerions nous pouvoir
pre´ciser - le flot ge´ode´sique est davantage une notion associe´e a` la topologie, et non
au choix d’une me´trique comme il pourrait sembler au premier abord.
2.2.2. De la nature alge´brique des flots ge´ode´siques : le cas a` cour-
bure constante. Lorsque la courbure de la me´trique est constante, la surface
riemannienne Σ est isome´trique au quotient de l’espace hyperbolique H2 (ici, de
dimension 2, mais le lecteur s’avisera de lui-meˆme que l’essentiel de nos obser-
vations restent valables en dimension supe´rieure) par un groupe fuchsien, i.e, un
sous-groupe discret cocompact Γ¯ de G = SO0(1, 2) ≈ PSL(2,R), qui est le groupe
des isome´tries de H2. Alors, le fibre´ unitaire tangent T 1Σ s’identifie au quotient
du fibre´ unitaire tangent T 1H2 par la diffe´rentielle de l’action de Γ¯. Par ailleurs, la
diffe´rentielle de l’action de G agit simplement transitivement sur T 1H2 : ceci four-
nit, modulo le choix d’un vecteur unitaire tangent v0, une identification entre T
1H2
et G, envoyant l’action diffe´rentielle de Γ¯ sur l’action de Γ¯ sur G par translation a`
gauche. On ve´rifie aise´ment que, si v0 est choisi convenablement, cette identification
envoie les orbites du flot ge´ode´sique sur T 1H2 sur les orbites de l’action a` droite du
sous-groupe de G ≈ PSL(2, R) forme´ des (e´le´ments repre´sente´s par les) matrices






Ainsi, tout comme les suspensions de diffe´omorphismes line´aires, les flots ge´ode´-
siques en courbure constante sont des flots alge´briques, au sens ou` ils sont de´finis
par l’action a` droite d’un sous-groupe a` un parame`tre sur un espace homoge`ne
quotient d’un groupe de Lie par un re´seau.
Il est facile de ve´rifier avec cette pre´sentation que ces flots ge´ode´siques sont bien
des flots d’Anosov : en effet, notons ht± les sous-groupes a` un parame`tres unipotents











Alors, l’action par conjugaison de gt envoie hs+ sur h
se2t
+ , et h
se−2t
− . Ceci signifie
que le flot de´finit par l’action a` droite de gt envoie chaque orbite (a` droite) de hs+
sur une autre orbite de hs+ tout en contractant exponentiellement le parame´trage
de ces orbites. Une autre proprie´te´ analogue de dilatation exponentielle des orbites
(a` droite) de h+−, on obtient que g
t de´finit bien un flot d’Anosov, dont les feuilles
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stables fortes sont les orbites a` droite de hs+, et dont les feuilles instables fortes sont
les orbites a` droite de hs−.
Remarquons qu’ici G n’est pas simplement connexe : il est home´omorphe a`
un tore solide D2 × S1. Son reveˆtement universel est donc un reveˆtement cyclique
p : G˜ → G. Le groupe fondamental Γ de Γ¯\G admet une extension centrale par Z,
et s’identifie a` un re´seau de G˜.
Les initie´s observeront que cette extension centrale est celle de classe d’Euler
maximale 2g − 2, ce qui signifie que si δ de´signe un ge´ne´rateur du centre Z de G˜,
l’intersection entre Γ et Z est engendre´e par δ2g−2. Un soupc¸on de bon sens suffit
pour re´aliser que cette condition est superflue, et que tout re´seau cocompact Γ de
G˜ fait l’affaire, au sens ou` l’action a` droite2 de gt de´finit encore un flot d’Anosov
sur le quotient a` gauche Γ\G˜ :
De´finition 2.14. Un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´ est un flot de´fini sur une varie´te´
Γ\G˜ par l’action a` droite du sous-groupe a` un parame`tre gt, ou` Γ est un re´seau
cocompact quelconque de G˜.
Au vu de tout ce qui pre´ce`de, les flots ge´ode´siques ge´ne´ralise´s sont des flots
d’Anosov, les feuilletages stables et instables e´tant de´finis comme ci-dessus par (les
releve´s de) hs±.
Remarque 2.15. Les feuilletages forts sont donc lisses, et meˆme analytiques.
Remarque 2.16. Dans [140], il est montre´ que les re´seaux cocompacts de
G˜ sont de niveau fini, ce qui signifie qu’ils intersectent ne´cessairement le centre
Z. De manie`re plus pre´cise, les varie´te´s quotient Γ\G˜ sont toutes des varie´te´s de
Seifert, admettant des fibrations de Seifert sur des varie´te´s orbifolds. Au lieu de
de´finir toutes ces notions, il nous suffit ici d’indiquer que les varie´te´s ainsi obtenues
sont toutes finiment reveˆtues par des fibre´s en cercles usuels sur de braves surfaces
(ceci s’obtient par le lemme de Selberg : tout sous-groupe de type fini de G admet
un sous-groupe d’indice fini sans torsion). De plus, ces fibre´s en cercles ne sont pas
quelconques : chacun d’entre eux est un reveˆtement fini du fibre´ unitaire tangent de
la surface sous-jacente (ceci parce que la projection dans G d’un re´seau cocompact
de G˜ est un re´seau cocompact de G).
Remarque 2.17. Une autre de´finition e´quivalente du groupe G˜ est la suivante :
notons R˜P 1 le reveˆtement universel de RP 1, e´quippe´ de la structure projective re´elle
releve´e de la structure projective re´elle canonique de RP 1. Alors, G˜ est pre´cise´ment
le groupe de tous les automorphismes projectifs re´els de R˜P 1. De plus, le centre Z
est exactement le groupe de Galois du reveˆtement R˜P 1 → RP 1.
2.2.3. Espaces de feuilles. Rappelons le mode`le de l’hyperbolo¨ıde de H2 : on
conside`re dans l’espace de Minkowski R1,2 - i.e., R3 muni de la forme quadratique
Q(x, y, z) = −z2 + x2 + y2 - une nappe H (c’est-a`-dire, une composante connexe)
de l’hyperbolo¨ıde {Q = −1}. Alors, la restriction de Q a` H est une me´trique
2Ici, nous utilisons l’identification canonique entre les alge`bres de Lie de G et de G˜ que nous
de´signons simultane´ment par G : nous de´signons par gt le sous-groupe a` un parame`tre de G˜ de´fini
par le meˆme e´le´ment de G que le sous-groupe gt de G - que le lecteur soit magnanime envers
nos abus be´nins de notation. On peut aussi de´finir le sous-groupe gt de G˜ comme e´tant l’unique
sous-groupe dont la projection par p soit le sous-groupe gt de G. Nous aurions pu abre´ger cette
discussion en de´finissant gt comme e´tant un sous-groupe de Cartan re´el du groupe de Lie G˜.
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riemannienne, qui lui attribue la qualite´ de varie´te´ riemanienne homoge`ne sous
l’action de G ≈ SO0(1, 2). Cette varie´te´ est de courbure constante ne´gative, et sert
donc de mode`le pour l’espace hyperbolique.
Dans ce mode`le, les ge´ode´siques (oriente´es) sont les intersections entre H est
les 2-plans (oriente´s) rencontrant {Q < 0}, c’est-a`-dire, les orthogonaux de vecteurs
de R1,2 de norme positive : ainsi, l’espace des ge´ode´siques de l’espace hyperbolique
H s’identifie a` l’espace dS2 des vecteurs de Q-norme +1. Cet espace, e´quippe´ de
la restriction de Q, est une varie´te´ lorentzienne “a` courbure sectionnelle constante
positive”3. Il est homoge`ne sous l’action de SO0(1, 2). Il est appele´ espace de Sitter.
L’espace de Sitter, dans le mode`le donne´ ici, peut aussi eˆtre de´crit comme e´tant
l’hyperbolo¨ıde a` une nappe, qui est notoirement une surface bire´gle´e : il admet
deux feuilletages Rs, Ru par des droites de R1,2, qui sont chacun invariant par
G ≈ SO0(1, 2). Ces feuilletages ne sont autres que les orbites sous l’action du sous-
groupe de G forme´ des matrices triangulaires supe´rieures et infe´rieures.
De plus, l’espace des feuilles de chacun s’identifie a` la droite projectice RP 1,
l’identification e´tant e´quivariante pour les actions naturelles de G ≈ SO0(1, 2) ≈
PSL(2, R). Chaque point de dS2 appartient a` une et une seule feuille de Rs, et a` une
et une seule feuille de Ru. Enfin, chaque feuille de Rs rencontre toutes les feuilles
de Ru, sauf une, et chaque feuille de Rs rencontre toutes les feuilles de Ru, sauf
une.
En agenc¸ant convenablement ces diverses remarques les unes avec les autres,
on obtient l’existence d’un home´omorphisme entre dS2 et RP 1×RP 1 \∆, ou` ∆ est
la diagonale de RP 1 × RP 1. Cet home´omorphisme peut eˆtre choisi de sorte que :
– il soit e´quivariant pour l’action de G (celle sur RP 1 × RP 1 e´tant l’action
diagonale de G ≈ PSL(2, R)),
– il envoie le feuilletage Rs (respectivement Ru) sur le feuilletage de´fini par
projection RP 1 ×RP 1 \∆ → RP 1 sur la premie`re coordonne´e (respectivement sur
la deuxie`me coordone´e).
– les points de dS2 ≈ RP 1 × RP 1 \ ∆ correspondant a` des orbites du flot
ge´ode´sique de T 1H2 dans une meˆme feuille stable (respectivement, instable) sont
ceux admettant la meˆme premie`re coordonne´e (respectivement, deuxie`me coor-
donne´e).
Nous voulons ici de´terminer l’allure de l’espace des orbites du flot ge´ode´sique
ge´ne´ralise´ sur Γ\G˜ de´fini par le choix d’un re´seau cocompact Γ. Le groupe G˜ s’
identifie au reveˆtement universel de T 1H2 ≈ T 1H. Il en de´coule que l’espace des
orbites QΦ du flot ge´ode´sique est le reveˆtement universel d˜S
2
de l’espace de Sitter,
et l’action de Γ sur QΦ est de´crite par son action naturelle sur d˜S
2
en tant que sous-
groupe de G˜. L’identification dS2 ≈ RP 1×RP 1\∆ se “rele`ve” en une identification
entre d˜S
2
≈ QΦ et l’ouvert de R˜P 1 × R˜P 1 compris entre les graphes de l’identite´
et de δ (cf. remarque 2.17).
Il apparait ainsi que les espaces de feuilles Ls,u s’identifient chacun a` R˜P 1,
l’action de Γ sur ces espaces de feuilles devenant son action naturelle sur R˜P 1 en tant
que sous-groupe de G˜. Ainsi, les flots ge´ode´siques sont alignables, et nous avons en
quelque sorte ve´rifie´ la ve´racite´ du The´ore`me 1.47 dans ce cas, les home´omorphismes
α et β e´tant, via les diverses identifications ope´re´es ici, l’application identite´ et δ.
3Nous utilisons des guillemets, car la notion de courbure sectionnelle pour les varie´te´s lorent-
ziennes doit eˆtre manipule´e avec attention.
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Remarquons que ceci e´tablit l’affirmation implicite faite lors de la remarque 1.51
selon laquelle l’home´omorphisme τ s = α−1 ◦ β est lisse dans ce contexte.
Remarque 2.18. Nous constatons donc que, de meˆme les suspensions Anosov
sont transversalement modele´es sur l’espace de Minkowski (cf. remarque 2.12), les
flots ge´ode´siques ge´ne´ralise´s sont transversalement lorentziens, transversalement
modele´s sur l’espace de Sitter.
2.2.4. Flots d’Anosov De´sarguiens. Nous nous inte´ressons au premier chef
a` l’e´tude des flots d’Anosov a` e´quivalence topologique pre`s, mais nous ouvrons dans
ce paragraphe et le suivant une courte parenthe`se. Nous y mettons en avant une
famille particulie`re dans la classe des flots d’Anosov topologiquement e´quivalents
a` un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´. Une des proprie´te´s remarquables de ceux qui nous
inte´ressent ici est la re´gularite´ de la de´composition hyperbolique TM = Ess⊕Euu⊕
∆.
Nous allons les de´finir en de´formant la construction alge´brique ope´re´e au § 2.2.2.
Tout d’abord, nous remarquons que les translations a` gauche et a` droite commutent
les unes aux autres, et de´finissent une action de G˜×G˜ sur G˜. Conside´rons un re´seau
Γ cocompact de G˜, et u : Γ → R un morphisme quelconque. Ceci permet de de´finir
un morphisme ρu : Γ → G˜ × G˜ : celui qui a` un e´le´ment γ de Γ associe la paire
(γ, gu(γ)).
On remarque que tous les e´le´ments du groupe image ρu(Γ) commutent avec
chaque {id} × {gt}. On en de´duit que si l’action de ρu(Γ) sur G˜ est libre et pro-
prement discontinue, i.e., si l’espace quotient est une varie´te´, l’action a` droite de gt
passe au quotient et y de´finit un flot Φt .
A` quelle condition l’action de ρu(Γ) sur A˜dS
2
est-elle libre et propre ? La
re´ponse a` cette question est donne´e dans [170, 169] : fixons le re´seau Γ de G˜.
On note Γ¯ sa projection dans G = PSL(2, R). Cette inclusion de´finit une norme
simpliciale sur H1(Γ¯, R) : la norme stable, note´e ‖s et de´finie de la manie`re suivante
(voir [14, 170]) : pour tout e´le´ment g de G, on note t(g) le double du logarithme
du rayon spectral de g - i.e., la norme de la plus grande valeur propre. Lorsque g
appartient a` Γ¯, cette quantite´ t(g) est la longueur de l’unique ge´ode´sique ferme´e
simple repre´sentant g±. Pour tout e´le´ment [γ] de H1(Γ¯, Z), et pour tout entier n,
on note tn([γ]) la borne infe´rieure de t(g), ou` g de´crit l’ensemble de e´le´ments de Γ¯
qui repre´sente la classe d’homologie n[γ] = [γn]. Alors, la suite tn([γ])/n converge,
et sa limite est la norme stable de [γ]. La norme stable sur H1(Γ¯, R) est le dual de
la norme que nous venons de de´finir sur H1(Γ¯, Z).
Le morphisme u induit un morphisme de Γ¯ dans R, i.e., un e´le´ment u¯ de
H1(Γ¯, R). Alors (The´ore`me 3.4 de [170]) :
L’action de ρu(Γ) est libre et propre si et seulement si la norme stable ‖u¯‖s est
strictement plus petite que 1/2.
Pre´cisons que la condition ‖u¯‖s < 1/2 est e´quivalente a` l’existence d’un nombre
re´el 0 < C < 1 tel que pour tout e´le´ment γ de Γ¯ on ait l’ine´galite´ |u¯(γ)| ≤ Ct(γ).
L’action a` droite de hs± ne commute pas a` ρu(Γ), mais elle ve´rifie (les compo-












Ainsi, leurs orbites sont elles pre´serve´es par l’action de ρu(Γ), et de´finissent
au quotients des feuilletages unidimensionnels, qui sont pre´serve´s par Φt . On re-
marque alors que la condition ‖u¯‖s < 1/2 qui e´quivaut a` la proprete´ de l’action de
ρu, assure e´galement que les vecteurs tangents a` ces feuilletages unidimensionnels
sont exponentiellement contracte´s (pour l’un) ou dilate´s (pour l’autre) par Φt. En
d’autres termes, Φt est un flot d’Anosov dont les feuilles fortes stables et instables
sont les projections dans ρu(Γ)\G˜ des orbites de h
s
±.
Les flots d’Anosov ainsi obtenus sont appele´s flots d’Anosov De´sarguiens, pour
une raison qui sera explique´e au §5.2 (remarque 5.18).
Remarque 2.19. Ces flots ont e´te´ de´finis pour la premie`re fois par E. Ghys
dans [103] dans le cas ou` le morphisme u est tre`s proche de ze´ro, ([103] e´tant
ante´rieur a` [169]). Ils y sont de´nomme´s flots exotiques. Remarquons qu’il ne s’agit
que d’une simple reparame´trisation de flots ge´ode´siques ge´ne´ralise´s.
2.2.5. Flots d’Anosov quasi-fuchsiens. Les flots d’Anosov que nous allons
de´crire ici, de´finis pour la premie`re fois dans [104], sont encore topologiquement
e´quivalents a` des flots ge´ode´siques ge´ne´ralise´s, mais cette e´quivalence, contrairement
au cas des flots De´sarguiens, n’est pas diffe´rentiable en ge´ne´ral.
Ces flots se construisent a` partir de la donne´e de deux re´seaux cocompacts
G˜ = P˜SL(2, R) dont les actions sur R sont topologiquement conjugue´es. Nous
pre´fe´rons adopter le point de vue suivant : la donne´e consiste en une paire de
morphismes injectifs ρ = (ρ1, ρ2) d’un groupe Γ vers G˜, dont les images sont des
re´seaux cocompacts, et d’un home´omorphismes f : R˜P 1 → R˜P 1 tels que :
∀γ ∈ Γ, f ◦ ρ1(γ) = ρ2(γ) ◦ f
Remarque 2.20. Une fois fixe´es les repre´sentations fide`les ρ1, ρ2, l’home´omor-
phisme f est unique. Par ailleurs, si on remplace dans ce qui pre´ce`de le groupe G˜ par
G = PSL(2,R), l’existence de f est automatique : deux repre´sentations fuchsiennes
cocompactes d’un meˆme groupe sont toujours topologiquement conjugue´es.
On conside`re alors dans R˜P 1 × R˜P 1 l’ouvert Q compris entre les graphes de
f et δ ◦ f (rappelons que δ est un ge´ne´rateur du groupe de Galois du reveˆtement
universel de RP 1). Cet ouvert est invariant par l’action de Γ sur R˜P 1× R˜P 1 de´finie
par :
γ(x, y) = (ρ1(γ)x, ρ2(γ)y)
Cette action est conjugue´e a` l’action diagonale de ρ1(Γ) sur R˜P
1 × R˜P 1 : il
suffit de prendre comme conjugaison l’application (x, y) 7→ (x, f−1(y)).
Soit U l’ouvert de PTQ de´fini par les directions tangentes a` des vecteurs de la
forme a ∂∂x + b
∂
∂y avec a, b > 0.
Lemme 2.21. L’action de Γ sur U est libre et proprement discontinue.
Esquisse de preuve : Soient (γn)(n∈N) une suite d’e´le´ments de Γ, et (xn, yn, pn)
une suite d’e´le´ments de U convergeant vers un e´le´ment (x¯, y¯, p¯) de U . Il s’agit de









n). Supposons que ce ne soit pas le cas : d’une part, comme l’action
sur Q est topologiquement conjugue´e a` l’action diagonale de ρ1(Γ) sur l’ouvert de
R˜P 1× R˜P 1 compris entre les graphes de l’identite´ et de δ, on obtient aise´ment que
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l’une des suites de de´rive´es ρ1(γn)
′(xn) et ρ2(γn)
′(yn) converge vers 0, et l’autre vers
+∞. D’autre part, les diffe´rentielles de γ en les (xn, yn) envoient les directions pn -
qui convergent vers p¯ - sur les p′n qui eux convergent vers p¯
′. Ces deux observations
sont incompatibles, menant a` la contradiction recherche´e.
On note M(ρ) le quotient de U par cette action ; les fibres de la projection de
U sur Q sont les feuilles d’un feulletage de dimension 1 que nous notons Φρ qui
est topologiquement e´quivalent au flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´ de´fini par ρ1 (qui est
lui-meˆme topologiquement e´quivalent au flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´ de´fini par ρ2).
Pour une preuve du fait que tout parame`trage de ce feuilletage est un flot d’Anosov,
nous renvoyons a` [104], proposition 2.2.1.
Relevons que les feuilletages faibles de ces flots sont manifestement de classe
C∞. Et que la discussion suivant l’e´nonce´ de la proposition 1.44, exploitant la
structure projective de chaque fibre de PTQ → Q, propose ici un parame`trage lisse
canonique de Φρ, que nous notons Φ
t
ρ, et convenons d’appeler flot quasi-fuchsien.
Remarque 2.22. Les flots quasi-fuchsiens sont donc transversalement mo-
dele´s sur (PSL(2, R) × PSL(2, R), RP 1 × RP 1)). Dans la terminologie que nous
de´velopperons dans la dernie`re partie de ce me´moire (§ 11.5.0.5), ils sont donc
transversalement modele´s sur l’Univers d’Einstein Ein2.
Remarque 2.23. Nous proposons ici un parame´trage canonique des flots quasi-
fuchsiens, graˆce a` leur description en tant que quotients d’ouverts U de PTEin2.
On peut donc s’interroger sur le spectre marque´ des pe´riodes de ces flots, i.e., l’ap-
plication qui a` une orbite pe´riodique associe sa pe´riode. Toute orbite pe´riodique de
Φtρ se rele`ve en un point fixe dans Q d’un e´le´ment ρ(γ) = (ρ1(γ), ρ2(γ)) de ρ(Γ). Il
apparait donc que, si Γ¯ de´note comme nous en avons pris l’habitude la projection de
Γ dans PSL(2, R), et C est l’ensemble des classes de conjugaison dans Γ¯, le spectre
marque´ est caracte´rise´ (a` une constante multiplicative pre`s) par l’application de C
dans R qui a` une classe de conjugaison [γ] associe le nombre re´el t(ρ1(γ))+t(ρ2(γ)),
ou` l : PSL(2, R) → R est l’application de´finie au § pre´ce´dent.
2.3. Chirurgies
D’apre`s P. Tomter ([188]), les seuls flots d’Anosov alge´briques en dimension
3 sont les suspensions et les flots ge´ode´siques de me´triques a` courbure constante.
Ainsi, pour obtenir de nouveaux exemples de flots d’Anosov, mis a` part la construc-
tion spe´cifique de Franks-Williams [88], et celle de Bonatti-Langevin que nous discu-
tons plus loin, il n’existe pas de proce´de´ relativement simple. De fait, le seul moyen
connu pour obtenir de nouveaux flots d’Anosov alignables consiste a` modifier des
flots d’Anosov alge´briques par chirurgie.
2.3.1. Exemples de Handel-Thurston. Dans [119], M. Handel et W. Thurs-
ton ont de´crit la me´thode suivante pour construire de nouveaux flots d’Anosov a`
partir du flot ge´ode´sique de n’importe quelle surface Σ (bien suˆr, de genre plus
grand que 1). On e´quipe tout d’abord Σ d’une me´trique hyperbolique g (i.e., a`
courbure constante −1), et choisissons n’importe quelle ge´ode´sique ferme´e simple
c de g. La pre´image de c dans M = T 1Σ est un tore, qui contient deux orbites
pe´riodiques θ1, θ2 du flot ge´ode´sique Φ
t
0 : elles correspondent aux vecteurs unitaire
tangents a` c, mais ou` c est parcourue dans les deux sens possibles.
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Le comple´mentaire dans T de ses deux orbites pe´riodiques est l’union de deux
anneaux A1, A2 transverses a` Φ
t
0. On peut aise´ment de´crire les feuilletages induits
sur A1, A2 par les feuilletages faibles stables F
s,u : ce sont deux feuilletages gs,
gu transverses l’un a` l’autre, dont les feuilles ont deux bouts, un s’accumulant vers
θ1, l’autre vers θ2, ces accumulations s’effectuant par spiralements. De plus, ces
feuilletages de l’anneau ne sont pas des composantes de Reeb : il existe une courbe
traversant l’anneau ferme´ transverse aux deux feuilletages : la restriction a` l’anneau
de n’importe quelle fibre de T → c.
La chirurgie de Handel-Thurston consiste a` de´couper la varie´te´ M le long du
tore T , obtenant ainsi une varie´te´ (connexe ou non) M ∗T dont le bord contient
deux copies T1 et T2 du tore T , puis a` recoller T1 a` T2 en modifiant a` la source le
recollement redonnant la varie´te´ initiale M par un diffe´omorphisme f : T1 → T1
dont le support est contenu dans un des anneaux A1, A2. On obtient ainsi une
nouvelle varie´te´ Mf , qui ne de´pend a` diffe´omorphisme pre`s que de la classe d’isotopie
de f - comme le support de f est contenue dans un des anneaux, disons A1, cette
classe d’isotopie est un twist de Dehn.
Comme Φt0 est transverse a` A1, il est clair que sa restriction a` M \T se recolle en
un flot Φtf sur la varie´te´ recolle´e Mf . Il est beaucoup moins clair que Φ
t
f soit un flot
d’Anosov ; cela` l’est si peu que c’est faux si f est mal choisie : par exemple, pour se
faire, il faut manifestement e´viter que Φf admette un ouvert d’orbites pe´riodiques,
alors que cela` se produit pour un choix C0-dense de f .
M. Handel et W. Thurston donnent un choix explicite de fonction f , et ve´rifient
directement que le flot obtenu est Anosov. A` vrai dire, leur me´thode ne s’applique
pas pour tout choix du twist de Dehn, mais seulement a` la moitie´ d’entre eux :
ceux qui sont positifs. Pour de´finir cette notion de positivite´, nous devons d’abord
eˆtre plus pre´cis dans la description de la chirurgie : nous choisissons tout d’abord
ve´ritablement la composante A1 sur laquelle la chirurgie sera ope´re´e. Cette compo-
sante, apre`s de´coupage de M , admet une copie, que nous notons encore A1, dans
la composante T1 du bord de M
∗
T . Deux cas de figure se pre´sente alors, selon que
le flot est rentrant ou sortant de M∗T en l’anneau A1. Dans la suite, nous faisons
la meˆme convention que celle de [119] : nous convenons que l’anneau A1 choisi est
celui correspondant au cas sortant.
Par ailleurs, nous devons aussi affecter une orientation au tore T1. L’orientation
que nous fixons est la suivante : en tout point x de l’anneau A1 passe une feuille de
gs et une feuille de gu. Nous orientons ces deux feuilles dans leur sens de parcours
de θ1 vers θ2, et convenons que si v
s,u sont deux vecteurs tangents en x a` gs,u dirige´s
dans les sens positifs des feuilles, alors (vu, vs) est une base positivement oriente´e.
L’orientation de l’anneau ainsi de´finie semble de´pendre des choix de θ1, θ2, mais il
n’en est rien : si on e´change les roˆles de θ1, θ2, on obtient la meˆme orientation de
l’anneau4.
On choisit ensuite une orientation quelconque de θ1, ce qui permet de de´finir
un e´le´ment particulier [θ1] du premier groupe d’homologie H1(T1, Z). On peut
alors de´finir un autre e´le´ment [h] de H1(T1, R) : c’est l’unique classe d’homologie
repre´sente´e par les fibres de la projection T → c pour laquelle le produit d’intersec-
tion [h].[θ1], dont le signe est de´fini par l’orientation choisie de T1, est positif. Nous
4Par contre, l’orientation du tore ainsi de´finie de´pend du choix de la composante A1 de
T \ (θ1 ∪ θ2) : le proce´de´ ci-dessus applique´ a` A2 et a` A1 donne des re´sultats oppose´s.
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convenons alors qu’un twist de Dehn est positif s’il envoie la classe d’homologie [h]
sur [h] + n[θ1], ou` n est positif.
Remarquons imme´diatement que l’entier n de´fini ci-dessus ne de´pend pas du
choix de l’orientation de θ1 : en effet, le choix oppose´ aboutit aux choix oppose´s de






Fig. 1. Vue partielle de l’anneau, avec verticale oriente´e et son
image par un twist de Dehn positif
Nous pouvons alors e´noncer le re´sultat de [119] : la me´thode de Handel-Thurston
n’aboutit clairement a` un flot d’Anosov que lorsque l’entier n est de signe positif.
Remarque 2.24. Cette convention de signe ne suffit pas pour caracte´riser les
f menant a` des flots d’Anosov, seulement leur classe d’isotopie. Nous suspectons
que pour assurer l’obtention d’un flot d’Anosov, il suffit d’ajouter la contrainte
supple´mentaire suivante : que f de´vie la verticale (voir par exemple [124] pour une
de´finition de cette notion).
Remarque 2.25. La varie´te´ Mf ne de´pend que de la classe d’isotopie du chan-
gement de recollement f : T1 → T1. Nous avons observe´ que l’orientation de T
de´pend du choix de la composante A1, ce qui laisse penser que l’autre choix de
cette composante permet de contourner le proble`me de la positivite´, et montrer
que tous les twists de Dehn autour d’une des orbites pe´riodiques θi contient un
repre´sentant f aboutissant a` un flot d’Anosov. Mais il n’en est rien : une telle
classe d’isotopie e´tant fixe´e, il est vrai que le choix de la composante Ai influe sur
l’orientation du tore T . Mais dans ce cas, le flot devient rentrant dans M ∗T en A1,
ce qui modifie comple`tement les calculs, au point de les inverser. La manie`re la plus
simple de s’en convaincre est la suivante : dans ce cas, on conside`re le flot inverse
Φ−t, ce qui rame`ne au cas e´tudie´ dans [119] ou` le flot est sortant. Mais alors, le
feuilletage stable (respectivement instable) de Φt devient le feuilletage instable (res-
pectivement stable) de Φ−t. Ainsi, l’orientation de T de´finie par le flot d’Anosov
Φ−t est l’oppose´e de celle de´finie par Φt.
Ainsi, l’astuce qui consisterait a` choisir l’autre anneau - de meˆme que celle
qui consisterai a` inverser le flot - est inope´rante : il est bel et bien vrai que cette
condition de signe que nous avons longuement commente´e, est importante, et la
construction de Handel-Thurston ne s’applique qu’a` la moitie´ des varie´te´s obte-
nues par les ope´rations de “couper-coller” le long du tore T en dehors des orbites
pe´riodiques θ1,2.
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Remarque 2.26. Ce proce´de´ peut s’appliquer simultane´ment a` plusieurs tores
au dessus de ge´ode´siques ferme´es simples, c1, c2, . . ., cn, pourvu que ces ge´ode´siques
ci soient deux-a`-deux disjointes. Toujours est-il que les varie´te´s obtenues apre`s de
telles chirurgies ne sont pas quelconques : elles sont toutes obtenues par recollement
le long de leur bord d’un nombre fini de fibre´s en cercles. Ce type de varie´te´ a e´te´
e´tudie´ avec de´tail par Waldhausen ([193, 194]), qui les a appele´es varie´te´s graphe´es
(parce qu’il associait a` chacune de ces varie´te´s un graphe e´tiquete´ qui constituait
un invariant topologique complet).
Remarque 2.27. On peut adopter le point de vue que les exemples de Handel-
Thurston sont obtenus en recollant des morceaux de flots ge´ode´siques (locaux) sur
des surfaces a` bord. On peut aussi remarquer qu’on peut appliquer le proce´de´ de
Handel-Thurston en partant non pas directement du flot ge´ode´sique d’une surface,
mais d’un reveˆtement fini Φˆt de ce flot : au dessus de chaque ge´ode´sique ferme´e
simple de la surface, il existe toujours un tore T qui contient un nombre fini (pair)
d’orbites pe´riodiques de Φˆt (mais peut-eˆtre maintenant en nombre supe´rieur a` deux)
et transverse au flot en dehors de ces orbites pe´riodiques. On peut alors appliquer
la me´thode de´crite ci-dessus en coupant le long de T puis en recollant a` l’aide d’un
twist de Dehn confine´ dans un des anneaux transverses.
La question suivante nous apparait donc naturelle, bien que nous en ignorons
encore la re´ponse : Soient (Mi, Φi) un nombre fini de varie´te´s feuillete´es, telles que
chaque Mi soit un reveˆtement fini du fibre´ unitaire tangent a` une surface a` bord
Si, et Φi le releve´ du feuilletage ge´ode´sique de Si (i.e., le feuilletage de dimension 1
dont les feuilles sont les orbites du flot ge´ode´sique local). On apparie deux a` deux
les composantes de bords de l’union des Mi de sorte que, si une composante T de
Mi est apparie´e a` une composante T
′ de Mj (avec e´ventuellement i = j), alors il y a
autant de feuilles compactes de Φi dans T que de feuilles compactes de Φj dans T
′.
On peut toujours recoller selon un tel appariement les divers morceaux Mi de sorte
que les Φi se composent en un flot sur la varie´te´ recolle´e, mais, un tel appariement
e´tant fixe´, peut-on toujours choisir le recollement de sorte que le flot obtenu soit
d’Anosov ?
Dans l’e´ventualite´ ou` une telle construction est possible, y compris dans le
cas ou` les indices des reveˆtements Mi → T
1Si de´pendent de i, on pourrait ob-
tenir par ce proce´de´ de nouveaux exemples de flots d’Anosov non topologique-
ment e´quivalents aux exemples de Handel-Thurston proprement dit. Nous appe-
lons exemple de Handel-Thurston ge´ne´ralise´ tout flot d’Anosov obtenu par cette
me´thode. En termes plus pre´cis, un exemple de Handel-Thurston ge´ne´ralise´ est un
flot d’Anosov qui peut eˆtre de´coupe´ le long de tores incompressibles en des mor-
ceaux (Mi, Φi) qui sont des reveˆtements finis de flots ge´ode´siques de surfaces a`
bord, les tores incompressibles e´tant transverses au flot en dehors d’un nombre fini
d’orbites pe´riodiques.
La question ci-dessus s’e´nonce alors sous la forme suivante : tout exemple
de Handel-Thurston ge´ne´ralise´ est-il topologiquement e´quivalent a` un exemple de
Handel-Thurston ?
2.3.2. Chirurgie de Dehn-Goodman. Quelques anne´es plus tard, S. Good-
man re´alisa que l’ide´e de M. Handel et W. Thurston se ge´ne´ralisait a` un contexte
plus large ([113]) : un proce´de´ analogue de chirurgie peut eˆtre ope´re´ au voisinage
de toute orbite pe´riodique d’un flot d’Anosov Φt quelconque.
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Ce proce´de´ met en jeu, la chirurgie de Dehn des topologues, qui peut s’effectuer
le long de toute courbe ferme´e simple oriente´e contenue dans une varie´te´ M ferme´e
oriente´e de dimension 3. Cette chirurgie est parame´tre´e par les couples d’entiers p,
q premiers entre eux. Une des manie`res de la de´crire est la suivante : on conside`re
un voisinage tubulaire re´gulier W de θ, dont le bord T = ∂W est un tore. Ce
tore admet, au signe pre`s, une classe d’isotopie - dans T - particulie`re de courbe
ferme´e simple (en abre´ge´, une cifs) : le me´ridien. Il s’agit de la seule cifs m, avec
son oppose´e, dont les e´le´ments sont des courbes ferme´es simples qui sont homoto-
piquement triviales dans W . On choisit une longitude, c’est-a`-dire, une cifs l dont
les e´le´ments sont isotopes dans W a` la courbe ferme´e simple θ. L’orientation de M
induit une orientation de W , donc de son bord T , ce qui permet de se´lectionner le
“signe” du me´ridien m. Alors, toute cifs de T est caracte´rise´e par un couple d’en-
tiers (p, q) premiers entre eux, puisque dans le tore, classes d’isotopies et classes
d’homologies se confondent : la cifs (p, q) sera la seule cifs dont les e´le´ments sont
homologues a` p[m] + q[l]. Une telle cifs (p, q) e´tant fixe´e, on conside`re un feuilletage
de T dont les feuilles sont toutes des courbes ferme´es simples e´le´ments de la cifs
(p, q). On peut alors de´finir la varie´te´ M(p,q) obtenue en recollant un tore solide W
′
a` M \W de sorte que les feuilles du feuilletage par cercles ci-dessus soient identifie´es
a` des me´ridiens de W ′. On ve´rifie sans trop de difficulte´s que cette chirurgie est
bien de´finie, et que la varie´te´ M(p,q) ne de´pend d’aucun choix si ce n’est celui des
entiers (p, q) et celui de la longitude l.
La chirurgie de Dehn-Goodman s’applique aux varie´te´s munies d’un flot d’Ano-
sov (M, Φt), au voisinage d’une orbite pe´riodique. Elle se de´finit de la manie`re sui-
vante : une telle orbite pe´riodique θ e´tant fixe´e, il est facile d’exhiber, dans tout
voisinage tubulaire de θ, un anneau A transverse au flot. De manie`re un peu plus
pre´cise, tout voisinage de θ contient un voisinage tubulaire W admettant un syste`me
de coordonne´es (x, y, t) ou` t est un re´el modulo Z et tel que la restriction de Φ a`
W est engendre´e par le flot :
Ψs(x, y, t) = (exp(sa)x, exp(−sb)y, t + s) 0 < a, b
Ce syste`me de coordonne´es s’obtient en line´arisant les applications d’holonomie
le long de θ des feuilletages faibles stables et instables. Ces feuilletages sont au
moins de classe C1, avec logarithme de la de´rive´e Ho¨lder continue. Ils sont donc
C1 line´arisables : les coordonne´es (x, y, t) sont C1-continues, ce qui suffit pour la
construction.
Pour tout re´el ν et tout signe  = ±1, les e´quations y = νx, x > 0 de´finissent
un anneau transverse au flot, que nous notons Aν,. On ve´rifie aise´ment que les
traces gs,u de Fs,u sur chaque anneau Aν, ve´rifient les meˆmes proprie´te´s que leurs
homologues de´finies sur l’anneau A1 ⊂ T de la section pre´ce´dente.
La chirurgie de Dehn-Goodman consiste a` couper la varie´te´ M le long d’un
anneau Aν, de manie`re a` obtenir une varie´te´ M
∗
ν, a` bord et a` coins dont le bord
est l’union de deux copies A+, A− de Aν, et de bords communs : ce bord commun
est l’union de deux courbes ferme´es simples isotopes a` θ - ce sont les coins de M ∗ν,.
On choisit les notations A± de sorte que la restriction Φ∗ de Φ a` M∗ν, soit sortante
en A+ et rentrante en A−. Si f0 : A
− → A+ de´signe le recollement canonique qui
aboutit a` la varie´te´ M initiale, pour tout diffe´omorphisme f : A− → A− de support




par la relation qui identifie x ∈ A− a` f0 ◦ f(x) ∈ A
+. Le flot local (Φ∗)t se recolle
dans Mf en un flot Φ
t
f .
La classe d’isotopie de f est un twist de Dehn caracte´rise´ par un entier n :
c’est le nombre de tours, compte´ avec signe, qu’effectue autour de θ dans le sens
du parcours du flot l’image par f d’une transversale τ = {t = Cte} de l’anneau
A− ≈ A, oriente´e dans le sens des |y| = |νx| croissants. Cet entier caracte´rise le
type topologique de Mf . En fait, il existe sur T = ∂W une longitude particulie`re : la
classe d’isotopie de chaque lacet de T contenu dans la frontie`re de {x = 0} (on peut
aussi de´finir ces lacets comme e´tant l’intersection entre ∂W est la varie´te´ stable
locale de θ). On choisit comme me´ridien (ce qui revient a` choisir une orientation
de W ) le lacet {t = Cte} parcouru dans le sens trigonome´trique : c’est le sens ou`
l’argument de x + iy est croissant.
On ve´rifie sans peine qu’avec ce choix naturel de longitude et me´ridien, la
varie´te´ Mf n’est autre que le re´sultat M(1,n) d’une chirurgie de Dehn sur θ. En
effet, en poussant le long du flot, on ame`ne le support de f sur une anneau contenu
dans T . La tranversale τ est envoye´e dans un segment d’un me´ridien de T oriente´
dans le sens trigonome´trique si  vaut 1, dans le sens horaire si  vaut −1. On
e´tend ensuite f sur T tout entier par l’identite´ en dehors de cet anneau, et on
constate que, du point de vue topologique, la chirurgie de Dehn-Goodman est celle
qui rend homotopiquement triviale l’image par cet f e´tendu du me´ridien de T .
Notre affirmation en de´coule.
Le point essentiel observe´ par S. Goodman est que les me´thodes de M. Handel
et W. Thurston s’appliquent ici pour l’essentiel, et permettent de trouver, pour
chaque choix de ν, , il existe des applications de recollements f dans chaque classe
d’isotopie ve´rifiant une certaine condition de positivite´, pour laquelle le flot recolle´
Φtf est Anosov. Cette condition de positivite´ est la meˆme que celle de´crite a` la
section pre´ce´dente. Elle se traduit ici de la manie`re suivante : l’entier n est ne´gatif.
Ainsi, en variant le choix de , i.e., de l’anneau transverse, la chirurgie de Dehn-
Goodman permet de montrer l’existence d’un flot d’Anosov sur chaque varie´te´
M(1,n) quelque soit le signe de n.
De plus, cette chirurgie peut s’effectuer au voisinage de toute orbite pe´riodique
d’un flot d’Anosov. Cette grande marge de manoeuvre permet de s’e´chapper du
cadre restreint des varie´te´s graphe´es, ce que ne permettait pas la construction de
Handel-Thurston. Elle permet notamment de construire des flots d’Anosov sur des
varie´te´s hyperboliques, qui peuvent de plus eˆtre des sphe`res d’homologie.
Remarque 2.28. A` vrai dire, la chirurgie de Dehn-Goodman peut s’effectuer
sur tout anneau transverse au flot contenu dans W . Mais, si on ne conside`re que les
anneaux qui ne rencontrent chaque feuille de la restriction de Φ qu’en au plus un
point, contenant une courbe ferme´e simple isotope dans W a` l’orbite θ, et e´vitant
les varie´te´s stables et instables locales {x = 0}, {y = 0}, on se rame`ne au cas e´tudie´
ici : en effet, un tel anneau est toujours isotope le long de Φt a` un sous-anneau de
Aν,, avec ν = ±1. Et, manifestement, si A et A
′ sont deux anneaux transverses
qui isotopes le long du flot, a` toute chirurgie de Dehn-Goodman applique´e sur A
correspond naturellement une chirurgie sur A′ de sorte que les flots d’Anosov issus
de ces deux constructions sont topologiquement e´quivalents.
Une question naturelle est de savoir si les chirurgies de Dehn effectue´es sur
l’anneau Aν, de´pendent seulement, a` e´quivalence topologique pre`s, de la classe
d’isotopie f , i.e., de l’entier n ? La re´ponse a` cette question est raisonnablement oui,
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au vu de la stabilite´ structurelle. Mais nous ne pouvons envisager d’y donner une
re´ponse plus rigoureuse et plus certaine sans de´finir un crite`re sur f (par exemple,
de´vier la diagonale ? cf. Remarque 2.24) assurant que le flot recolle´ est bien Anosov.
Ce n’est qu’apre`s un tel travail qu’il deviendrait possible de re´pondre positivement
a` cette question, en montrant par exemple la connexite´ de l’espace des fonctions de
recollement satisfaisant ce crite`re.
Remarque 2.29. La chirurgie de Dehn-Goodman permet d’enlever la condition
de positivite´ sur l’entier n qui apparaissait dans la construction de Handel-Thurston
de flots d’Anosov sur les varie´te´s graphe´es qu’ils conside´raient. En effet, il suffit de
prendre un anneau transverse ade´quat au voisinage de θ1 (ou θ2). La condition
de positivite´ n’apparaissait dans l’approche de Handel-Thurston que de manie`re
artificielle. Elle signifiait en re´alite´ que parmi les quatre anneaux transverses Aν,
vivant autour de θ1, seuls deux, admettant la meˆme valeur de , sont isotopes le
long du flot a` un anneau contenu dans un tore vertical de T 1Σ.
2.4. Chirurgie de Goodman le long d’un anneau
D’une manie`re assez surprenante, il n’a e´te´ remarque´ que tardivement (a` notre
connaissance, par P. Foulon) que le proce´de´ de´crit par S. Goodman ne requiert pas
la proximite´ d’une orbite pe´riodique, mais s’applique parfaitement a` tout anneau
transverse au flot d’Anosov initial, pour peu que les restrictions gs,u des feuilletages
faibles Fs,u a` cet anneau observent le meˆme agencement que leurs homologues sur
les anneaux Aν, ci-dessus. Ceci se rame`ne tout simplement a` l’existence d’un lacet
transverse aux deux feuilletages faibles (voir un plus loin). Dans ce cas de figure, la
condition de positivite´ sur le twist de Dehn a` effectuer ne peut plus eˆtre contourne´e
et redevient une ve´ritable contrainte.
Cette variante offre de nouvelles possibilite´s de chirurgies que ne permettent pas
la description donne´e pre´ce´demment (voir [20] pour plus de de´tails). Notamment,
pour les suspensions, les fibres toriques contiennent une ple´thore de tels anneaux
transverses, qui ne contiennent pas de lacets isotopes a` des orbites pe´riodiques du
flot (ceci est clair puisque les orbites pe´riodiques des suspensions ont des nombres
d’intersections non-nuls avec les fibres, et ne peuvent donc eˆtre isotope´s dans les
fibres). On peut alors montrer que toute suspension s’obtient par une suite de




Un autre contexte ou` cette chirurgie de Dehn-Goodman e´tendue joue un roˆle
important est celui des BL-flots : voir § 2.5.
Soit (M, Φt) un flot d’Anosov. Supposons l’existence d’un lacet ferme´ plonge´
dans M qui soit transverse aux deux feuilletages faibles : il existe alors un anneau A
plonge´ contenant le lacet, transverse au flot, et qu’on peut parame´trer de manie`re
C∞ par S1×]− 1, +1[ de sorte que la trace des feuilletages faibles sur A soient C1-
proches des feuilletages engendre´s par les champs de vecteurs ∂θ + λ∂y et ∂θ − λ∂y
(ou` θ est le parame`tre du cercle S1 = R/Z et y est le parame`tre de ]−1, +1[, et λ un
re´el positif grand, disons plus grand que 2). Le germe d’un tel anneau au voisinage
du lacet est unique a` isotopie le long du flot pre`s. On choisit les parame`tres θ
et y de sorte que la trace du feuilletage instable soit engendre´ par un champ de
vecteurs proche de ∂θ + λ∂y . Il existe un re´el positif  de sorte que l’application
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F de S1×] − 1, +1[×] − 2, +2[ dans M , qui a` (θ, y, t) associe Φt((θ, y)) soit un
plongement : notons U l’image de ce plongement.
Soit maintenant f une application lisse de ] − 1, 1[ vers [0, 2pi], strictement
croissante, valant 0 sur ]− 1,− 12 ], et 2pi sur [
1
2 , 1[. On de´finit l’application twist de
S1×] − 1, +1[×] − 2, +2[ dans lui-meˆme, que l’on note Ψ, qui a` (θ, y, t) associe
(θ + f(y), y, t). On ope`re alors M par chirurgie le long de A selon Ψ, ce qui signifie
la chose suivante : on choisit a` notre convenance un tore solide V dont le bord
contient A. On prolonge la restriction de X a` U en un champ de vecteurs Y de´fini
au voisinage de ∂V et qui lui soit transverse. Les trajectoires en temps  de´finissent
un voisinage tubulaire W du tore contenant U . On peut convenir que V a e´te´ choisi
de sorte que Y soit rentrant dans V . L’union de V et de W est un tore solide V0 ; le
comple´mentaire dans M du comple´mentaire de W dans V est une varie´te´ ouverte
M∗. La varie´te´ M est obtenue en recollant M ∗ a` V0 le long de W par l’application
identite´.
Comme Ψ est l’identite´ lorsque y est plus grand que 12 en valeur absolue, elle se
prolonge par l’identite´ sur W \U : on note Ψ ce prolongement. La chirurgie consiste
a` recoller M∗ a` V0 le long de W (plus pre´cise´ment, tout point de W vu dans M
∗
est identifie´ a` son image par Ψ vue dans V0). Il est alors clair qu’on obtient une
nouvelle varie´te´ Mf lisse avec un champ de vecteurs Xf de classe C
∞ avatar de X ,
dont on note Φtf le flot.
La proposition suivante admet pour corollaire la validite´ des constructions de
Handel-Thurston et de Goodman :
Proposition 2.30. Le flot Φtf est d’Anosov.
Preuve Nous allons utiliser le lemme 1.4 en exploitant la grande liberte´ dans le
choix des me´triques lorentziennes Q± associe´es a` Φt. Nous les choisissons de sorte
que sur U parame´tre´ par F elles soient de´finis par :
- Q+ = −dy.dθ + cdt2,
- Q− = dy.dθ + cdt2.
Le point est que le re´el positif c doit eˆtre choisi suffisament petit de sorte que
le coˆne Q+-ne´gatif contient le fibre´ fort instable, et que le coˆne Q−-ne´gatif contient
le fibre´ fort stable. Ces me´triques se prolongent sans souci sur tout M par partition
de l’unite´, de manie`re a` satisfaire les conditions du lemme 1.4.
Il suffit maintenant de de´finir Q±f sur Mf . Soit β une application croissante
diffe´rentiable de ] − 2, 2[ vers [0, 1], valant 0 sur ] − 2,−], et 1 sur [, 2[. Sur
M∗, on prend Q±1 = Q
± en dehors de U , et sur U , on pose :
- Q+1 = −dy.dθ − β(t)f
′(y)dy2 + cdt2 ;
- Q−1 = dy.dθ + β(t)f
′(y)dy2 + cdt2.
Remarquons que Q±1 sont partout non-de´ge´nere´es, de signature (−, +, +), et
qu’elles coincident avec Q± sur | y |> 12 , ainsi que sur t < −, ce qui assure
que les Q±1 de´finissent bien des me´triques lorentziennes sur M
∗. Elles ve´rifient
manifestement les points 1 et 2 du lemme 1.4.
Maintenant, on observe que Ψ envoie Q±1 sur les me´triques lorentziennes Q
±
2
qui coincide dans W ⊂ V0 avec Q
± en dehors de U , et qui sur U ⊂ V0 sont donne´es
par :
- Q+2 = −dy.dθ + (1− β(t))f
′(y)dy2 + cdt2 ;
- Q−2 = dy.dθ − (1− β(t))f
′(y)dy2 + cdt2.
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Ve´rifions pour Q+1 : un vecteur u∂θ + v∂y + w∂t base´ en (θ, y, t) est envoye´ par
la diffe´rentielle de Ψ sur (u + vf ′(y))∂θ + v∂y + w∂t base´ en (θ + f(y), y, t). Or,
sa valeur par Q+1 est −uv − β(t)f
′(y)v2 + cw2, ce qui coincide bien avec −v(u +
vf ′(y)) + (1 − β(y))f ′(y)v2 + cW 2, qui est la Q+2 -norme du vecteur image par la
diffe´rentielle de Ψ.
Comme Q±2 coincide avec Q
± sur | y |> 12 et sur t > , nous avons bien de´fini
des me´triques lorentziennes sur V0. Par construction, les Q
±
1 se recollent aux Q
±
2
par Ψ : ils de´finissent les Q±f recherche´s.
Il est facile de voir que Q±f ve´rifient les points 1 et 2 du lemme 1.4. E´tablissons
le point 3 : conside´rons un vecteur v de Q+f -norme ne´gative, tangent en un point
x de M . Si x est dans M∗, alors v est de Q+-norme ne´gative, et ses ite´re´s par
le flot, tant qu’ils demeurent dans M∗, sont de Q+ = Q+f -norme ne´gative. Vient
le moment ou` ces ite´re´s pe´ne`trent dans U (sinon, il n’y a rien a` de´montrer) : la
Qf = Q
+
1 -norme est alors encore ne´gative, et meˆme davantage, puisqu’on enle`ve
la quantite´ βf ′dy2. On remarque qu’a`pre`s la traverse´e de U (i.e., application de
Ψ), le passage de la Q2-norme a` la Q-norme s’effectue la` encore en retranchant
un terme positif : le terme (1 − β)f ′dy2. On voit donc que (Φtf , Q
+
f ) he´rite de la
proprie´te´ 3 de (Φt, Q+), et meˆme, l’amplifie. Cet argument montre aussi que la
croissance exponentielle (en valeur absolue) des vecteurs de Q+-norme ne´gative
pousse´s par le flot se produit encore pour Q+f , et meˆme davantage puisque les
passages dans U au niveau | y |<  apportent une contribution en f ′(y)dy2. Ainsi,
le re´el positif T convenant a` (M, Φt, Q±) pour le point 4 du lemme 1.4 convient





Les arguments pour Q−f sont les meˆmes ; il suffit d’inverser le flot. On peut
donc appliquer le lemme 1.4.
2.4.1. Chirurgie de Fried. Les grands de´fauts essentiels de la chirurgie de
Dehn-Goodman sont :
– les choix apparaissant dans la construction, ce qui n’assure pas a priori l’uni-
cite´ de son re´sultat a` e´quivalence topologique pre`s,
– le peu de controˆle sur les feuilletages faibles stable et instable, au sens ou`
il n’est gue`re possible de ve´ritablement comparer ces feuilletages avant et apre`s
chirurgie.
La chirurgie de Fried ([92]) a l’extreˆme avantage de ne pas connaitre ces imper-
fections. En revanche, elle n’aboutit a priori qu’a` des flots d’Anosov topologiques.
Cette chirurgie se de´crit de la manie`re suivante : on se donne encore initialement
une orbite pe´riodique θ d’un flot d’Anosov Φt sur une varie´te´ ferme´e M de dimension
3. On e´clate la varie´te´ M le long du fibre´ normal de θ en une varie´te´ M ∗. Cet
e´clatement s’exprime de la manie`re suivante : une fois donne´ un voisinage tubulaire
re´gulier W de coordonne´es (x, y, t) comme dans la section pre´ce´dente, la varie´te´ M ∗
est obtenue en recollant a` M \ θ un tore e´paissi V ∗ de coordonne´es (r, α, t) - ou` r
est un nombre re´el positif ou nul, et α, t des e´le´ments de R/Z - par le changement
de carte suivant :
(r, α, t) 7→ (x = r cos 2piα, y = r sin 2piα, t)
En d’autres termes, il s’agit d’un passage aux coordonne´es polaires dans chaque
{t = Cte}.
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La varie´te´ M∗ est une varie´te´ a` bord de classe C1, dont le bord est un tore
{r = 0} muni d’un syste`me de coordonne´es (α, t). Le flot Φt est tangent dans W
au champ de vecteurs engendrant Ψs, c’est-a`-dire ∂t + ax∂x − by∂y. Ce champ de
vecteurs exprime´ dans les coordonne´es (r, α, t) se prolonge sur tout {r = 0} = ∂V ∗
par le champ de vecteurs ∂t −
a+b
4pi sin 2piα∂α. Ceci de´finit donc un feuilletage Φ
∗
de classe C1 sur M∗, qui coincide sur l’inte´rieur de M∗ avec la restriction de Φ a`
M \ θ.
La donne´e initiale (M, Φ) s’obtient en identifiant dans (M ∗, Φ∗) tous les cercles
{r = 0, t = Cte} a` des points. La chirurgie de Fried consiste d’abord a` choisir
un feuilletage par cercles de ∂V ∗ transverse a` Φ∗ et dont chaque feuille rencontre
chaque cercle {r = 0, α = kpi/2} (k = 0, 1, 2, 3) qu’en un et un seul point.
Ces feuilletages sont caracte´rise´s, a` isotopie le long de Φ∗ pre`s, par un entier n :
le nombre de tours qu’effectue les feuilles du feuilletage le long de la longitude
{r = 0, α = 0} (avec un choix des orientations convenables affectant un signe a` cet
entier). Ensuite, on identifie chaque feuille de ce feuilletage a` un point. L’espace
quotient est alors naturellement une varie´te´ Mn, munie d’un feuilletage quotient
Φn canonique : celui dont une feuille ferme´e consiste en les points issus du tore
{r = 0}, et qui en dehors de cette feuille ferme´e, que nous notons θn, coincide avec
la restriction de Φ a` M \ θ. On remarque aise´ment que ce feuilletage ne de´pend a`
e´quivalence topologique pre`s que de n, et non du feuilletage par cercles se´lectionne´.
Ainsi, Φn est bien de´fini a` e´quivalence topologique pre`s. Cependant, sa re´gulari-
te´ est seulement Lipschitz, et on peut de´montrer qu’il n’existe pas de structure C1
sur Mn telle que :
– la restriction de cette structure C1 a` Mn \ θn est diffe´omorphe a` M \ θ,
– le feuilletage Φn est C
1 pour cette structure.
Par ailleurs, il est aise´ de voir que les feuilletages F s,u restreints a` M \θ ≈ Mn\
θn s’e´tendent a` Mn en deux feuilletages F
s,u
n : en effet, les varie´te´s stables locales
{x = 0} de θ dans W s’envoient en deux anneaux plonge´s dans Mn qui contiennent
dans leurs adhe´rences la feuille ferme´e θn. Les deux feuilles de la restriction de F
s a`
Mn \ θn contenant ces deux anneaux se raccordent le long de θn en une immersion
de l’anneau, qu’on stipule eˆtre une feuille de Fsn. Ce proce´de´ permet de de´finir de
manie`re cohe´rente de feuilletage Fsn sur tout Mn, et un proce´de´ analogue permet
de de´finir le feuilletage Fun .
Ces deux feuilletages ne sont pas C1, mais ils sont Lipschitz continus. Il est facile
de ve´rifier que leur feuilletage intersection Φn est un flot d’Anosov topologique
(cf. De´finition 1.16). Comme nous l’avons e´nonce´ dans le cadre ge´ne´ral des flots
d’Anosov topologiques, on peut se poser la question suivante :
Existe-t’il toujours une structure C1 sur Mn pour lequel le feuilletage Φn est
C1 ?
J’ai personnellement souvent tente´ de re´pondre a` cette question, mais ces ten-
tatives sont demeure´es infructueuses, bien que la re´ponse affirmative soit souvent
tacitement admise au sein de la communaute´ susceptible de s’inte´resser a` la ques-
tion. J’e´mets pour ma part bien des re´serves ; la proposition 6.6 impose pour le
moins une attitude assez circonspecte.
Remarque 2.31. Une manie`re envisageable de re´pondre a` cette question est de
de´montrer que la chirurgie de Fried et la chirurgie de Dehn-Goodman aboutissent
a` des flots topologiquement e´quivalents. Cela` aurait l’avantage supple´mentaire de
re´pondre a` la question pose´e a` la remarque 2.28 - mais a` vrai dire e´tablir ce re´sultat
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nous semble reque´rir de clarifier la construction de Dehn-Goodman. Nous invitons
bien suˆr chaleureusement tout lecteur a` montrer ce fait de manie`re irre´futable.
Remarque 2.32. De toute manie`re, il apparait clairement que la structure na-
turelle a` conside´rer pour la chirurgie de Fried soit la structure PL (De´finition 6.10).
En effet, les feuilletages faibles stable et instable apre`s chirurgie admettent tou-
jours une structure PL transverse invariante, qui coincide avec la structure PL
initiale sauf pour les feuilles contenant l’orbite ferme´e θn. Nous laissons au lecteur
la ve´rification de ce fait.
Il semble que la construction de Fried e´vacue de manie`re de´finitive les condi-
tions de positivite´ sur la chirurgie a` effectuer. Cependant, la situation n’est pas
syme´trique, et la condition de positivite´ se manifeste sous la forme suivante :
The´ore`me 2.33 (S. Fenley, [78]). Si Φt est un flot d’Anosov (topologique)
alignable, alors les flots d’Anosov topologiques obtenus a` partir de Φt par chirurgies
de Dehn positives sont tous alignables.
2.5. Exemple de Bonatti-Langevin
Dans [44], C. Bonatti et R. Langevin ont construit un exemple de flot d’Anosov
pre´servant le volume. Cet exemple est de´ja` remarquable de par sa simplicite´. Ils
l’avaient e´labore´ pour re´pondre (par la ne´gative) a` une question que je leur avais
pose´e : est-il vrai que les seuls flots d’Anosov pouvant eˆtre transverse a` un tore sont
les suspensions ?
La varie´te´ ambiante de cet exemple est une varie´te´ graphe´e. Elle appartient a`
la famille des varie´te´s orientables obtenues en recollant les deux composantes de
bords d’une certaine varie´te´ N , qui peut eˆtre caracte´rise´e comme e´tant la seule
varie´te´ orientable fibrant en cercles sur le ruban de Mo¨bius prive´ d’un disque ou-
vert : le bord de N consiste en deux tores T1, T2. La famille de varie´te´s ferme´es
oriente´es obtenues par recollement de ces deux tores est parame´tre´e par GL(2, Z),
une matrice A inversible 2×2 a` coefficients entiers repre´sentant une classe d’isotopie
de diffe´omorphisme de recollement de T2 sur T1. Nous notons alors MA la varie´te´
obtenue par ce proce´de´.
Sur la varie´te´ N , C. Bonatti et R. Langevin construisent un flot local Φt∗ trans-
verse a` ∂N , rentrant dans la composante de bord T1, et sortant dans l’autre compo-
sante de bord T2. De plus, Φ
t
∗ admet une unique orbite pe´riodique θ dans N , isotope
aux fibres de N . Les autres orbites de Φt∗ se scindent en trois types diffe´rents :
– celles qui vont d’un point de T1 a` un point de T2,
– celles qui partent d’un point de T1 et s’accumulent dans le futur vers θ,
– celles qui terminent sur un point de T2, et s’accumulent dans le passe´ sur θ.
Dans [44], les auteurs choisissaient un recollement particulier de T2 sur T1,
pour lequel le flot recolle´ est Anosov. Ce flot pre´serve le volume, ce qui implique
en particulier une orbite dense. Cependant, il n’est pas alignable : ceci de´coule de
l’existence du tore transverse (provenant du recollement des tores T1 et T2) que θ
ne rencontre pas, et du Corollaire 1.48.
Dans [20], j’ai montre´ que bien d’autres choix conviennent : toutes les classes
d’isotopie de recollement pour lesquelles la varie´te´ recolle´e ne fibre pas en cercles
contiennent au moins un diffe´omorphisme pour lequel le recollement de Φt∗ est
Anosov : les flots ainsi obtenus sont appele´s BL-flots.
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On peut au passage relever que la me´thode utilise´e consiste a` ope´rer des chirur-
gies sur l’exemple initial de Bonatti-Langevin, et de de´montrer que ces chirurgies
permettent effectivement d’atteindre toutes les varie´te´s MA qui ne fibrent pas en
cercles. Ces chirurgies ne sont pas des chirurgies de Fried : les anneaux sur lesquels
elles sont effectue´es ne sont pas isotopes a` des orbites pe´riodiques du flot d’Anosov !
En d’autres termes, ce sont des chirurgies de Goodman e´tendues au sens de § 2.4.
De plus, sur toutes ses varie´te´s ne fibrant pas en cercles, les BL-flots sont
tous topologiquement e´quivalents les uns aux autres : dans une classe d’isotopie A
donne´e, il existe bien suˆr plusieurs applications de recollement amenant a` BL-flots,
mais il s’ave`re que tous ces flots sont topologiquement e´quivalents entre eux.
Dans [20], nous montrons meˆme mieux : sur MA, tout flot d’Anosov non-
alignable est topologiquement e´quivalent a` un BL-flot. Ceci montre que chaque
varie´te´ MA admet au plus deux classes d’e´quivalence topologique de flots d’Anosov
non-alignables : elles sont repre´sente´es par deux BL-flots, inverses l’un de l’autre.
Enfin, parmi ces varie´te´s MA, certaines admettent des flots d’Anosov alignables :
nous montrons dans [20] que pour chacune d’entre elles, les flots d’Anosov alignables
sont tous dans la meˆme classe d’e´quivalence topologique, et que ces flots d’Ano-
sov sont plus pre´cise´mment des exemples de Handel-Thurston. Mais en disant cela`,
nous anticipons sur le sujet des chapitres a` venir. . .
Remarque 2.34. T. Noda a re´cemment e´tudie´ plus avant l’exemple de Bonatti-
Langevin,, en exhibant par exemple une section de Birkhoff (voir § 6.2).
CHAPITRE 3
Flots sur les varie´te´s fibre´es
Ce chapitre est consacre´ au The´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1. Soit Φt un flot d’Anosov sur une varie´te´ ferme´e de dimension
3. On suppose que le groupe fondamental Γ de M contient un sous-groupe abe´lien
distingue´ non trivial A. Alors, M est alignable, et est topologiquement e´quivalent a`
une suspension ou a` un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´.
Ce The´ore`me recouvre essentiellement deux cas de figure distincts : celui ou`
la varie´te´ M fibre sur le cercle (le flot est alors une suspension), et celui ou` M
est une varie´te´ de Seifert (le flot est alors un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´). Dans le
premier cas, la preuve est usuellement attribue´e a J.F. Plante ([164]), faisant suite
a` des travaux de Verjovsky et de Armandariz, bien que la preuve dans [164] soit
incomple`te (voir la remarque 3.9). Dans le deuxie`me cas, la preuve est duˆe a` E.
Ghys ([102]).
Nous traiterons ici ses deux cas dans deux sections diffe´rentes : § 3.3, qui est la
cas ou` le groupe A n’est pas abe´lien cyclique, et § 3.4, cas ou` A est isomorphe a` Z.
Mais chacun de ses deux cas pre´sentent la meˆme similitude : la preuve consiste a`
de´montrer que le flot d’Anosov est transversalement lorentzien - plus pre´cise´mment,
est topologiquement e´quivalent a` un flot qui admet une structure transverse lorent-
zienne lisse invariante. Nous commenc¸ons donc par une section commune, § 3.1,
ou` nous ve´rifions qu’un tel flot d’Anosov transversalement lorentzien satisfait les
conclusions du The´ore`me les conclusions du The´ore`me 3.1.
Dans la section suivante, nous montrons que tout flot d’Anosov ve´rifiant les
hypothe`ses du The´ore`me 3.1 est alignable. Dans les deux dernie`res sections nous
terminons la preuve du The´ore`me .
Ce faisant, nous ne reproduisons pas ve´ritablement les preuves “historiques”,
mais notre pre´sentation n’est en somme qu’un habillage lorentzien des preuves
pre´ce´demment e´tablies, et a le me´rite pour nous d’illustrer avantageusement le lien
entre les diverses notions apparaissant dans ce me´moire.
3.1. Flots d’Anosov transversalements lorentziens
Pour la de´finition de structure ge´ome´trique transverse, et toutes les notions
associe´es, nous renvoyons le lecteur a` la partie suivante (chapitre 7).
The´ore`me 3.2. Tout flot d’Anosov admettant une structure lorentzienne trans-
verse de classe C1,1 est diffe´rentiablement e´quivalent a` une suspension ou a` un flot
d’Anosov De´sarguien.
Ide´e de la preuve La preuve que nous donnons ici est une version abre´ge´e de
celle donne´e dans [105], article auquel nous renvoyons tout lecteur exigeant plus de
de´tails.
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On observe tout d’abord qu’un flot (M, Φt) satisfaisant les hypothe`ses du
The´ore`me 3.2 pre´serve une forme volume, puisqu’il pre´serve la forme volume trans-
verse de la structure lorentzienne transverse. Il est donc en particulier topologi-
quement transitif, et admet une orbite dense. Or, la courbure scalaire (donc aussi
sectionnelle) de la me´trique lorentzienne transverse de´finit une fonction mesurable
de´finie presque partout sur M et invariante par le flot : par ergodicite´ de ce dernier,
elle est donc constante presque partout. Ceci implique que Φt est transversalement
modele´ sur l’espace de Minkowski, ou l’espace de Sitter (le cas anti-de Sitter se traite
en inversant la me´trique lorentzienne, qui devient alors la me´trique de Sitter).
Cette me´trique lorentzienne transverse induit une ve´ritable me´trique lorent-
zienne sur l’espace des orbites QΦ qui est Γ-invariante. Remarquons que les feuille-
tages isotropes de cette me´trique sont Gs, Gu : en effet, les feuilletages isotropes
induisent des feuilletages de codimension 1 sur M tangents a` Φt, or, tout flot d’Ano-
sov ne peut eˆtre tangent qu’a` deux feuilletages de codimension : ses feuilletages
faibles.
Nous affirmons que les feuilles de Gs,u sont des ge´ode´siques lumie`res comple`tes.
En effet : fixons une me´trique riemannienne auxiliaire sur M , et un champ de plans
P transverses a` Φt. Par compacite´ de M , il existe un re´el positif  tel que tout vecteur
tangent v a` P ∩TFs de norme (riemannienne) infe´rieure a`  se rele`ve en un vecteur
v˜ tangent a` M˜ , tel que la projection pi(v˜) est la de´rive´e en 0 d’une ge´ode´sique
isotrope c : [0, 1] → QΦ. Mais l’ensemble des vecteurs tangents v ve´rifiant cette
proprie´te´ est invariant par la diffe´rentielle de Φt. Comme ces vecteurs sont dilate´s
exponentiellement par la diffe´rentielle de Φt pour les t ne´gatifs, on obtient que le
nombre  est arbitrairement grand. Notre affirmation en de´coule.
Nous avons vu que la me´trique lorentzienne sur QΦ est localement isome´trique
a` X , ou` X est soit le plan de Minkowski, soit l’espace de Sitter : il existe donc
une application de´veloppante D : QΦ → X et une application d’holonomie ρ : Γ →
Isom0(X). La comple´tude ge´ode´sique des feuilles de G
s,u assure que tout chemin
de X contenu dans une ge´ode´sique lumie`re de X se rele`ve dans QΦ par D. Il en
est donc de meˆme pour tout chemin C1 par morceaux dont les vecteurs tangents
a` droite et a` gauche sont tous isotropes. Il s’en suit que l’home´omorphisme lo-
cal D est un reveˆtement. Comme X est simplement connexe1, D est en fait un
home´omorphisme. En s’inspirant de la remarque 1.43, on obtient que Φt est topo-
logiquement e´quivalent au feuilletage de ρ(Γ)\U (ou` U est le fibre´ des vecteurs de
norme −1 de X) dont les feuilles sont projections des fibres de U → X .
Au vu de la proposition 2.9 et de § 2.2.4, le The´ore`me s’en de´duit.
3.2. Le flot est alignable
Soit Φt un flot d’Anosov sur une varie´te´ M dont le groupe fondamental Γ
contient un sous-groupe abe´lien distingue´ A non-trivial. On peut supposer sans
perte de ge´ne´ralite´ que tous les feuilletages sont orientables. Pour chaque e´le´ment a
de A, on note Ω(a) l’ensemble de´fini par le The´ore`me 1.30. On remarque que Ω(a)
est A-invariant puisque A est abe´lien.
Les deux lemmes suivants sont ne´cessaires puiqu’il n’est pas clair que le flot
soit topologiquement transitif.
1Rappelons que pour nous, l’espace de Sitter est simplement connexe : nous conside´rons le
reveˆtement universel de l’hyperbolo¨ıde H de´fini au § 2.2.3.
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Lemme 3.3. Si Γ pre´serve un ouvert connexe simplement connexe de Ls, cet
ouvert est Ls tout entier.
Preuve Soit Ω un tel ouvert Γ-invariant connexe et simplement connexe de Ls.
Alors, (pis)−1(Ω) est un ouvert de M˜ qui est Γ-invariant. D’apre`s le The´ore`me de
Palmeira, le quotient de cet ouvert est un K(Γ, 1), donc compact. Le lemme s’en
de´duit.
Lemme 3.4. Soit U une union d’intervalles [xi, yi] i ∈ Z tels que, pour tout i,
yi et xi+1 sont des points non se´pare´s de L
s. Alors, U ne peut eˆtre Γ-invariant.
Preuve Soit E l’union des xi et des yi. Il est clair qu’un intervalle ouvert de L
s
contient au plus un xi et au plus un yj : on en de´duit que E est un ferme´ de L
s. Il
est de´nombrable. Si U est Γ-invariant, il en de meˆme pour E qui correspond donc a`
un ferme´ de M invariant par Fs et transversalement de´nombrable. Ceci est absurde
puisque Fs n‘admet pas de feuille compacte.
Lemme 3.5. Tous les e´le´ments de A agissent sur Ls en se´parant les points.
Preuve Supposons tout d’abord qu’un e´le´ment a de A admet un point presque fixe,
mais ne fixe aucun point de Ls. Alors, Ω(a) est un ouvert home´omorphe a` R, et c’est
le seul ouvert a-invariant jouissant de cette proprie´te´. Il est de plus A-invariant :
c’est donc l’unique ouvert home´omorphe a` R qui soit A-invariant. Comme A est
distingue´ dans Γ, ceci implique que Ω(a) est pre´serve´ par tous les e´le´ments de Γ.
D’apre`s le lemme 3.3, Ω(a) est Ls tout entier. Ceci est absurde puisqu’on a suppose´
que a admet un point presque fixe.
Supposons maintenant que a admet un point fixe. Nous sommes alors dans le
cas de figure (1) : Ω(a) est une 1-varie´te´ connexe et simplement connexe dont les
points non-se´pare´s sont tous des points fixes de a.
Conside´rons maintenant un autre e´le´ment b de A, et appliquons le The´ore`me
1.30 a` la restriction de b a` Ω(a) :
Fait : b fixe un point de Ω(a).
Supposons que ce ne soit pas le cas : alors, soit b se´pare les points de Ω(a),
soit il admet un point presque-fixe, mais pas de point fixe dans Ω(a). Dans le
deuxie`me cas de figure, Ω(a) ∩ Ω(b) est le seul ouvert home´omorphe a` R qui soit
A-invariant : on aboutit comme pre´ce´demment a` une contradiction. Dans le premier
cas de figure, Ω(a)∩Ω(b) est soit un ouvert home´omorphe a` R - auquel cas on obtient
une absurdite´ comme auparavant - soit une union d’intervalles [xi, yi] satisfaisant
les crite`res du point (3) du The´ore`me 1.30. C’est le seul sous-ensemble A-invariant
de Ls admettant une telle forme : il est donc Γ-invariant. Ceci est interdit par le
lemme 3.4.
Le fait est donc de´montre´ : Ω(a) ∩ Ω(b) est un ouvert non-vide. De plus, s’il
n’admet pas de point non-se´pare´, alors c’est l’unique ouvert A-invariant qui soit
home´omorphe a` R, ce qui, une nouvelle fois est absurde. Donc, il admet au moins
deux points non-se´pare´s, qui sont ne´cessairement des points fixes communs de a
et de b. Or, le stabilisateur d’un point de Ls est soit trivial, soit cyclique : on en
de´duit que pour tout e´le´ment b de A, il existe deux entiers p et q tels que ap = bq.
En re´sume´, nous avons de´montre´ que tous les e´le´ments de A admettent des
points fixes, et que tout point fixe d’un e´le´ment de A est aussi point fixe d’une
puissance non-triviale de a. Soit E l’ensemble des points de Ls qui sont fixes par au
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moins un e´le´ment de A : il est clairement Γ-invariant. Nous affirmons que les points
de E sont isole´s. En effet : soit x un e´le´ment de E, i.e., un point fixe d’un e´le´ment
b de A : c’est la projection d’un point fixe θ de b dans QΦ. Alors, la projection par
ps de la feuille de Gu contenant θ est un intervalle ouvert I de Ls qui contient x, et
qui est le bassin d’attraction de x sous l’action de b (quitte a` inverser b). On peut
remplacer b par bq, c’est-a`-dire ap. Alors, si y est un e´le´ment de I ∩ E, il est fixe´
par une puissance non triviale de ap : ceci n’est possible que si x = y.
Donc, si E est ferme´ dans Ls, c’est un ferme´ discret, ce qui signifie que Fs
admet une feuille compacte : contradiction. Donc, le bord topologique ∂E = E¯ \E
est est un ferme´ Γ-invariant non-vide. Or, il n’est forme´ que de points non-se´pare´s :
comme Ls est se´parable, ceci implique que ∂E est de cardinal de´nombrable. Or, un
ferme´ Γ invariant de Ls est soit Ls tout entier, soit un ferme´ discret, soit localement
un Cantor. On obtient donc que ∂E est un ferme´ discret, ce qui, encore une fois,
est impossible.
Ceci e´tait la contradiction finale, montrant qu’aucun e´le´ment de A n’admet de
point fixe ou presque-fixe dans Ls.
Proposition 3.6. Le flot Φt est alignable.
Preuve D’apre`s le lemme 3.5, chaque Ω(a) est soit un ouvert home´omorphe a` R,
soit une union disjointe d’intervalles [xi, yi] avec xi+1 ≈ yi. L’argument employe´ a`
multiples reprises auparavant montre qu’alors Ω(a) est Γ-invariant : la seule possi-
bilite´ est qu’il soit home´omorphe a` R, et e´gal a` Ls tout entier.
Corollaire 3.7. Il existe un morphisme injectif T : A → R et un home´omor-
phisme ϕ : Ls → R tels que :
∀a ∈ A, ∀x ∈ Ls, f ◦ a(x) = f(x) + T (a)
Preuve Au vu de la proposition 3.6 et du lemme 3.5, il s’agit d’une application
directe du The´ore`me de Ho¨lder (voir preuve de la proposition 2.9), couple´e avec
l’observation supple´mentaire que si l’action de A sur Ls n’est pas minimale, alors
A est cyclique, puisque sinon l’unique ferme´ A-invariant minimal devrait eˆtre Γ-
invariant, ce qui contredirait la minimalite´ de Γ sur Ls. Lorsque A est cyclique, il
est facile de montrer le Corollaire.
3.3. Fibre´s en tores
Nous continuons la preuve du The´ore`me 3.1, mais nous supposons ici que
A n’est pas un groupe abe´lien cyclique. Dans ce cas, T (A) est un sous-groupe
dense de R. Alors, vu dans la carte ϕ, chaque e´le´ment de Γ agit sur R selon un
home´omorphisme γ ve´rifiant :
∀x ∈ R, ∀a ∈ A, γ(x + T (a)) = γx + T (γ∗a)
ou` γ∗ est un automorphisme de A. Il s’en suit que γ agit sur R comme une
transformation affine : chaque feuilletage faible est transversalement affine. Pour
conclure, il suffit d’observer que cela` est incompatible avec la structure de l’espace
des orbites dans le cas alignable non-produit : en effet, dans ce cas, du fait de
l’existence de l’home´omorphisme τ s, tout e´le´ment de Γ ayant un point fixe dans Ls
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en admet une infinite´. Le The´ore`me 3.1 de´coule donc dans ce cas de la proposi-
tion 2.9.
Remarque 3.8. Nous avions de´ja` remarque´ a` la remarque 2.12 que la preuve de
2.9 consistait essentiellement a` de´montrer que Γ pre´serve une me´trique lorentzienne
plate sur QΦ.
Remarque 3.9. La preuve classique du The´ore`me 3.1 dans le cas ou` M fibre
sur le cercle est duˆe a` J.F. Plante ([164]), bien que cette preuve soit incomple`te
puisqu’elle omet la preuve du fait essentiel que le flot est alignable : il convient de
la comple´ter par, par exemple, [144].
La preuve de Plante reprend des travaux pre´liminaires de A. Verjovsky et Ar-
mandariz ([189, 7]). Elle diffe`re de manie`re non-ne´gligeable de la preuve que nous
avons pre´sente´e ici : pour conclure a` partir de l’existence d’une structure affine
transverse invariante a` l’un des feuilletages faibles, J.F. Plante utilise un crite`re de
Schwartzman de´tectant les suspensions comme e´tant les seuls flots d’Anosov pour
lesquels il existe une classe de cohomologie dans H1(M, R) qui ne prend que des
valeurs strictement positives sur les classes d’homologie repre´sente´e par des orbites
pe´riodiques du flot ([91, 176]).
Du reste, en utilisant ce crite`re, il est facile d’e´tendre la preuve ci-dessus en
toute dimension, permettant de de´montrer que tout flot d’Anosov de codimension
1 sur une varie´te´ dont le groupe fondamental admet un sous-groupe abe´lien distingue´
non-cyclique est topologiquement e´quivalent a` une suspension.
Pour une exposition de´taille´e de ce qui vient d’eˆtre discute´, voir [145].
3.4. Fibre´s en cercles
Il ne reste que le cas ou` le sous-groupe abe´lien A est cyclique. . . Mais c’est, en
difficulte´ propre, le plus ardu ! En effet, sa preuve est intimement relie´e a` celle du
The´ore`me suivant, dont la preuve est fort longue et e´labore´e, obtenue par la contri-
bution successives de plusieurs auteurs, dont J. Nielsen, R. Tukia, H. Zieschang, D.
Gabai, et A. Casson, D. Jungreis :
De´finition 3.10 (Groupes de convergence). Un groupe Γ ⊂ Home´o+(S1)
d’home´omorphisme du cercle pre´servant l’orientation est un groupe de convergence
discret si son action diagonale sur l’ensemble des triplets de points distincts du
cercle - i.e., les e´le´ments (x, y, z) de S1 × S1 × S1 avec x 6= y, x 6= z et y 6= z - est
proprement discontinuˆe.
Les exemple typiques de groupes de convergence sont les groupes Fuchsiens,
c’est-a`-dire, les sous-groupes discrets de G = PSL(2, R) agissant sur RP 1 ≈ S1. En
effet, l’action diagonale de G sur l’ensemble des triplets de points distincts du cercle
est simplement transitive.
Le point est que les groupes Fuchsiens sont essentiellement les seuls exemples :
The´ore`me 3.11 (Les groupes de convergence sont Fuchsiens [95, 59]).
Tout groupe de convergence est conjugue´ dans Home´o+(S1) a` un groupe Fuchsien.
La preuve du The´ore`me 3.1 repose donc de manie`re fondamentale sur la pro-
position suivante :
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Proposition 3.12. Le groupe Γ en tant que groupe d’home´omorphisme du
cercle Ss = Ls/τs est un groupe de convergence.
Preuve Soit a un ge´ne´rateur de A. On constate que pour tout e´le´ment γ de Γ,
l’application b 7→ γbγ−1 est un automorphisme de A ≈ Z : donc, γaγ−1 = a±1.
En particulier, γ2 commute avec a. Nous affirmons tout d’abord que l’action sur
Ls d’une puissance non-triviale de τ s coincide avec celle d’un ge´ne´rateur a de A.
En effet, on observe aise´ment que si x est un point fixe attractif d’un e´le´ment γ
de Γ, alors les points fixes attractifs de γ2 dans Ls sont exactement les ite´re´s de x
sous τs. Ainsi, si a est un ge´ne´rateur de A, comme ax est un point fixe attractif de
γ2 (a et γ2 commutent), il existe un entier k(x) tel que ax = (τ s)k(x). Par densite´
des points fixes d’e´le´ments de Γ, et par continuite´ de l’application k la` ou` elle est
de´finie, on obtient l’existence d’un entier k tel que (τ s)k = a.
Dans la suite, nous supposons que cet entier k vaut 1 : la preuve dans le cas
ge´ne´ral ne ne´cessite qu’un arrangement mineur que nous laissons au lecteur.
Nous devons montrer que l’action de Γ sur l’ensemble X des triplets de points
distincts de Ss = Ls/A est proprement discontinuˆe. Il s’agit donc de de´montrer
que pour tout compact K de Ss, il n’y a qu’un nombre fini d’e´le´ments γ de Γ pour
lesquels γK ∩K est non-vide.
Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe un compact K, une suite (γn)(n∈N)
d’e´le´ments de Γ, et une suite (xn, yn, zn) d’e´le´ments de K tels que tous les ite´re´s
(γnxn, γnyn, γnzn) appartiennent a` K. Par compacite´ de K, quitte a` extraire des
sous-suites, on peut supposer que (xn, yn, zn) et (γnxn, γnyn, γnzn) convergent vers
des points (x¯, y¯, z¯), (x¯′, y¯′, z¯′) de K ⊂ X .
On munit le cercle Ss d’une orientation (dans les figures, il s’agit de l’orientation
trigonome´trique), c’est-a`-dire, d’un ordre cyclique ≺. On peut supposer sans perte
de ge´ne´ralite´ que : xn ≺ yn ≺ zn).
L’union des orbites pe´riodiques de Φt est dense dans M . Ceci signifie que l’union
des points fixes d’e´le´ments de Γ est dense dans QΦ. Or, au vu de § 1.3.6, QΦ/A
s’identifie a` l’ensemble P des paires de points distincts de Ss : on en de´duit que
l’ensemble P0 des paires de points fixe´s par un e´le´ment de Γ est dense dans P . On
en de´duit l’existence de 6 points distincts x±, y±, z± de Ss tels que (voir figure) :
– x− ≺ x¯ ≺ x+ ≺ y− ≺ y¯ ≺ y+ ≺ z− ≺ z¯ ≺ z+ ≺ x−,
– les trois paires (x−, y+), (x+, z−), (y−, z+) appartiennent a` P0.
On note I1, I2, I3 les intervalles ]x
−, y+[, ]y−, z+[, ]z−, x+[ (un intervalle ]x, y[
e´tant l’ensemble des points z tels que x ≺ z ≺ y). Quitte a` extraire des sous





Par ailleurs, les orbites pe´riodiques de Φt sont compactes. Ceci implique in fine
que l’orbite sous Γ de tout e´le´ment de P0 est un ferme´ discret de P . On en de´duit
que les suites (γnx
−)(n∈N) et (γny
+)(n∈N) convergent vers le meˆme point. Il en est de
meˆme pour les suites (γny
−)(n∈N) et (γnz




Deux cas de figure peut se produire : la longueur des intervalles γnI1 converge
avec n soit vers 0, soit vers 1 (la longueur du cercle). Or, l’intervalle I1 contient les
points x¯, y¯ : il contient donc les xn, yn pour n grand. Si sa longueur de ses γn-ite´re´s
tendait vers 0, on obtiendrait l’e´galite´ x¯′ = y¯′, ce qui est absurde puisque (x¯′, y¯′, z¯′)
appartient a` X .
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On en de´duit que ce sont les γn-ite´re´s de l’intervalle ]y
+, x−[ qui ont des lon-
gueurs tendant vers 0 avec n. Ceci signifie que les γn]y
+, x−[ sont des intervalles de
plus en plus petits, dont les extre´mite´s s’accumulent vers z¯ ′ (car ]y+, x−[ contient
z¯).
On montre de la meˆme manie`re que les intervalles γn]z
+, y−[ sont de plus en plus
petits, avec extre´mite´s s’accumulant vers x¯′, et que les intervalles γn]x
+, z−[ sont
de plus en plus petits, avec extre´mite´s s’accumulant vers y¯′. Or, ceci implique que
pour n suffisamment grand, les trois intervalles γn]y
+, x−[, γn]z
+, y−[ et γn]x
+, z−[






















Corollaire 3.13 (Fin de la preuve du The´ore`me 3.1). Le flot Φt est trans-
versalement de Sitter.
Preuve En effet, d’apre`s la proposition 3.12 et le The´ore`me 3.11, le cercle Ss
s’identifie a` RP 1 de sorte que l’action de Γ soit celle d’un groupe Fuchsien. Ainsi,
QΦ/A s’identifie a` RP 1 × RP 1 prive´ de la diagonale, de sorte que l’action de Γ
soit son action diagonale en tant que groupe Fuchsien. Au vu de la description de
l’espace de Sitter de § 2.2.3, ceci signifie exactement que Φt est transversalement
de Sitter.
Remarque 3.14. Il serait inte´ressant d’e´viter l’emploi du The´ore`me 3.11 qui
semble disproportionne´, ou, du moins, d’en simplifier la preuve dans le contexte des
flots d’Anosov. Une piste, que m’a depuis longtemps sugge´re´ E. Ghys, mais que je
n’ai jamais su mener a` son terme, consiste a` essayer de de´finir un birrapport Γ-
invariant sur le cercle Ss en utilisant une mesure Γ-invariante sur QΦ - un excellent
candidat e´tant la mesure de Bowen-Margulis. Je transmets donc cet inte´ressant
de´fi.
Remarquons aussi que la preuve de E. Ghys ([102]) est fondamentalement diffe´-
rente. Elle e´vite l’utilisation du The´ore`me 3.11, mais cela` est possible car la varie´te´
est suppose´e d’entre´e admettre une fibration en cercles - elle s’e´tend du reste sans
difficulte´ majeure au cas des fibrations de Seifert.
CHAPITRE 4
Flots sur les varie´te´s graphe´es, et morceaux fibre´s
Nous en venons au sujet traite´ dans ma the`se ([15, 18]). Au vu des re´sultats
du chapitre suivant, ainsi que l’e´tude des flots BL (§ 2.5) la topologie d’une varie´te´
impose de fortes contraintes sur les flots d’Anosov qu’elle peut supporter, parfois
meˆme au point de les de´terminer a` e´quivalence topologique pre`s.
Nous disposons d’une famille remarquable de flots d’Anosov sur les varie´te´s
graphe´es, et il est raisonnable de se demander si ce sont les seuls possibles : tout
flot d’Anosov sur une varie´te´ graphe´e est-il topologiquement e´quivalent a` un exemple
de Handel-Thurston ?
Les exemples de Bonatti-Langevin montrent imme´diatement que la re´ponse a`
cette question est ne´gative. Cependant, la re´ponse devient quasiment positive dans
le cas ou` le flot d’Anosov est suppose´ de plus alignable (The´ore`me 4.20). Mais cette
hypothe`se est assez re´dhibitoire, puisqu’il est en ge´ne´ral difficile de de´tecter si un
flot d’Anosov donne´ est alignable ou non. Nous pallions ici a` cet inconve´nient en
proposant un crite`re pratique de´cidant si un flot d’Anosov sur une varie´te´ graphe´e
est alignable ou non (proposition 4.22).
En fait, le The´ore`me 4.20 n’est qu’un corollaire d’un The´ore`me plus ge´ne´ral,
qui montre grosso modo que tout plongement incompressible du produit du cercle
par une surface a` bord dans une varie´te´ admettant un flot d’Anosov alignable peut
s’isotoper en un autre plongement tel que la restriction du flot a` l’image de ce
plongement est un reveˆtement fini d’un flot ge´ode´sique (The´ore`me 4.14).
Quoiqu’il en soit, tous ces re´sultats requie`rent de montrer que tout tore incom-
pressible plonge´ dans une varie´te´ munie d’un flot d’Anosov peut eˆtre isotope´ en un
tore en bonne position par rapport au flot. C’est l’objet de la section suivante.
4.1. Tores en position optimale
Dans tout ce paragraphe, on suppose que la varie´te´ M n’admet pas de plonge-
ment incompressible de la bouteille de Klein (voir remarque 4.10).
Soit T un tore plonge´ de manie`re incompressible dans une varie´te´ M supportant
un flot d’Anosov Φt. L’hypothe`se d’incompressibilite´ signifie que T se rele`ve dans
M˜ en des plongements du plan, chacun pre´serve´ par un sous-groupe de Γ isomorphe
a` Z2 : nous noterons T˜ un de ces releve´s, et H le sous-groupe de Γ pre´servant T˜ .
Bien suˆr, H s’interpre`te naturellement comme e´tant l’image dans Γ par l’application
naturelle induite par l’inclusion de T = H\T˜ dans M .
Nous nous inte´ressons au proble`me d’isotoper T en un tore bien place´ par rap-
port au flot. La situation la plus agre´able est bien suˆr lorsque le tore est transverse
au flot.
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Proposition 4.1. Si H contient deux e´le´ments diffe´rents, l’un comme l’autre
repre´sente´ par un lacet de T librement homotope dans M a` un orbite pe´riodique de
Φt, alors T est isotope a` un tore transverse a` Φt.
Cette proposition est de´montre´e dans [17]. On y de´montre un peu plus ; par
exemple, les restrictions au tore transverse des feuilletages faibles F s,u sont sans
composantes de Reeb.
De toute manie`re, selon le corollaire 1.48, lorsque le flot est alignable, il ne peut
exister de tore transverse au flot.
De´finition 4.2. Le tore est quasi-transverse si :
– il contient un nombre fini pair d’orbites pe´riodiques θ1, θ2, . . . , θ2k de Φ
t,
– les composantes connexes du comple´mentaire dans T de ces orbites pe´riodiques
sont des anneaux A1, A2, . . . , A2k transverses a` Φ
t,
– le flot est alternativement entrant et sortant, i.e., les orientations transverses
de´finies par l’orientation du flot sur deux anneaux Ai et Ai+1 adjacents le long
d’une orbite pe´riodique sont oppose´es,
– les traces sur chaque anneau Ai des feuilletages faibles F
s,u sont des feuille-
tages sans feuille ferme´e.
Dans [17], j’ai aussi de´montre´ :
Proposition 4.3. Tout tore transverse ou quasi-transverse a` un flot d’Anosov
est incompressible.
L’exemple typique de tore quasi-transverse est celui apparaissant dans les flots
ge´ode´siques au dessus de chaque ge´ode´sique ferme´e simple de la surface : voir § 2.3.1.
Le The´ore`me suivant montre que c’est le seul lorsque le flot est alignable :
The´ore`me 4.4 (Mise en position optimale [17]). Si Φt est alignable, tout
tore incompressible est isotope a` un tore quasi-transverse.
Ce The´ore`me est utilement comple´te´ par les propositions suivantes, elles aussi
de´montre´es dans mon article [17] :
Proposition 4.5 (Unicite´ a` isotopie le long du flot pre`s). Soient T , T ′
deux tores transverses ou quasi-transverses a` un flot d’Anosov Φt. S’ils sont isotopes
dans M , ils sont simultane´ment transverses ou quasi-transverses. De plus, ils sont
alors isotopes le long du flot : il existe une application continue u : T → R telle que
l’application x 7→ Φu(x)(x) soit un home´omorphisme de T sur T ′. En particulier,
dans le cas ou` T et T ′ sont quasi-transverses, ils contiennent les meˆmes orbites
pe´riodiques.
Proposition 4.6. Soient T1, T2, . . . , Tk un nombre fini de tores plonge´s
de manie`re incompressible dans M . On suppose que ces tores sont deux-a`-deux dis-
joints, et que chacun d’entre eux est isotope a` un tore transverse ou quasi-transverse
au flot d’Anosov Φt. Alors, il existe une isotopie de M envoyant simultane´ment
tous les tores Ti sur des tores transverses ou quasi-transverses.
Remarque 4.7. Tous ces re´sultats sont de meˆme nature que les travaux [167],
[185] ou` apparaissent le proble`me d’isotoper des tores incompressibles en des tores
transverses a` des feuilletages de codimension 1. Cependant, leurs me´thodes sont
radicalement diffe´rentes de celle utilise´e dans [17] : la de´marche adopte´e dans [17]
consiste a` mettre en e´vidence certains domaines H-invariants de QΦ qui sont des
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projections de plongements H-invariants du plan dans M˜ . Les projections de ces
plans dans M sont alors des immersions du tore qu’on montre pouvoir eˆtre rendues
injectives, puis d’images isotopes au tore initial.
Remarque 4.8. Nous aurons besoin de conside´rer la restriction d’un flot d’Ano-
sov au voisinage tubulaire d’un tore quasi-transverse. La proposition suivante est
ine´dite :
Proposition 4.9. Soient (M, Φt), (M ′, Ψs) deux flots d’Anosov. Soient T , T ′
deux tores quasi-transverses a` respectivement Φt, Ψs. On suppose que le nombre
d’orbites pe´riodiques de Φt contenues dans T est e´gal au nombre d’orbites pe´riodi-
ques de Ψs contenues dans T ′. Alors, il existe des voisinages tubulaires respectifs
de T , T ′ sur lesquels Φt, Ψs se restreignent en des flots locaux topologiquement
e´quivalents.
Esquisse de preuve On commence par exhiber des e´quivalences topologiques
dans des voisinages tubulaires des orbites pe´riodiques, qu’on prolonge au voisinage
tubulaire des anneaux comple´mentaires dans les tores des orbites pe´riodiques : cela`
ne pre´sente aucune difficulte´ puisque ces anneaux sont transverses aux flots.
Remarque 4.10. Lorsque M admet un plongement incompressible de la bou-
teille de Klein, le The´ore`me 4.4 doit eˆtre corrige´ de la manie`re suivante : le tore est
soit isotope a` un tore quasi-tranverse, soit au bord d’un voisinage tubulaire d’une
bouteille de Klein quasi-transverse.
4.2. Plongements de fibre´s en cercles
Dans cette section, nous supposons que le flot d’Anosov Φt est alignable.
De´finition 4.11. Un morceau fibre´ de M est un plongement incompressible
i : N → M , ou` N est une 3-varie´te´ compacte a` bord fibrant en cercles sur une
surface Σ. Par plongement incompressible, nous entendons ici qu’au niveau des
groupes fondamentaux, l’application i∗ : pi1(N) → Γ est injective.
Pour tout morceau fibre´, nous notons Z l’image i∗(pi1(N)) ⊂ Γ. Dans tout ce
qui suit, on suppose que Σ n’est pas un anneau, ce qui revient a` supposer que
N n’est pas le voisinage tubulaire d’un tore ou d’une bouteille de Klein. C’est
aussi e´quivalent a` ce que Z contienne un sous-groupe libre non-abe´lien. Enfin, pour
simplifier l’exposition, nous supposerons toujours que la fibration de N sur Σ soit
a` fibres orientables.
Si N est sans bord, alors M est lui-meˆme un fibre´ en cercle, et le The´ore`me
3.1 identifie le flot : il s’agit d’un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´. Nous e´cartons donc ce
cas de figure. Chaque composante de ∂N est alors un tore. Remarquons que deux
composantes T , T ′ de ∂N peuvent eˆtre envoye´es par i sur deux tores isotopes -
c’est typiquement le cas de figure lorsque M est une varie´te´ graphe´e obtenue en
recollant deux-a`-deux les composantes de ∂N .
De´finition 4.12. Un morceau fibre´ i : N → M est en position optimale par
rapport a` un flot Φt si :
– chaque composante de ∂N est envoye´e par i sur un tore quasi-tranverse a` Φt,
– si T et T ′ sont deux composantes de ∂N qui ont pour image par i deux tores
isotopes dans M , alors i(T ) = i(T ′).
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Graˆce au The´ore`me 4.4 et les propositions 4.6, 4.5, tout morceau fibre´ peut eˆtre
isotope´ en un morceau fibre´ en position optimale ; de plus, cette position optimale
est unique a` isotopie le long du flot pre`s.
L’exemple typique de morceau fibre´ en position optimale est celui provenant
d’une sous-surface a` bord ge´ode´sique plonge´e dans une surface ferme´e rieman-
nienne : le plongement associe´ de T 1Σ dans T 1Σ0 est en position optimale par
rapport au flot ge´ode´sique de Σ0.
De´finition 4.13. Soit Σ une surface a` bord ge´ode´sique plonge´e dans une sur-




rele`vement dans M0 du flot ge´ode´sique. Il existe alors un reveˆtement fini N de
P+TΣ tel que le plongement de P +TΣ dans P+TΣ0 se rele`ve en un plongement
i de N dans M0. Ce plongement est en position optimale par rapport a` Φ
t
0. Nous
appelons morceau fibre´ ge´ode´sique le flot local sur N obtenu en tirant en arrie`re la
restriction de Φt0 a` i(N).
Soit pˆ : M̂ = Z\M˜ → M le reveˆtement associe´ a` Z. Alors, i se rele`ve en
un plongement incompressible ıˆ : N → M̂ , qui cette fois envoie chaque paire de
composantes diffe´rentes de ∂N sur deux tores quasi-transverses non-isotopes. On
note N̂ l’image de ıˆ : c’est une composante connexe de M̂ \ ∂N̂ .
On note Φ̂t, F̂s,u les releve´s dans M̂ de Φt, Fs,u.
The´ore`me 4.14. La restriction de Φ̂t a` N̂ est un flot local topologiquement
e´quivalent a` un morceau fibre´ ge´ode´sique.
Esquisse de preuve Le centre de Z est un sous-groupe cyclique engendre´ par
un e´le´ment h. On applique les meˆmes ide´es que celles apparaissant dans § 3.4 en
les adaptant : on montre d’abord qu’il existe un ferme´ Z-invariant µ dans Ls sur
lequel l’action de h coincide avec celle d’une puissance non-triviale de τ s (ce ferme´
µ est localement un Cantor, il peut eˆtre de´fini comme e´tant l’adhe´rence de l’union
des points fixes d’e´le´ments de Z, voir [18]). En e´crasant les composantes connexes
du comple´mentaire dans Ls de µ, on obtient une 1-varie´te´ L home´omorphe a` R sur
lequel Z agit minimalement, en commutant avec un home´omorphisme τ¯ provenant
de τs, agissant librement sur L, et dont une puissance coincide avec h.
On montre alors comme dans § 3.4 que le groupe Z, en tant que sous-groupe de
Home´o+(L) est un groupe de convergence, et pre´serve donc une structure projective
re´elle. On en de´duit1 qu’il existe un home´omorphisme entre Ls et R˜P 1, et un
morphisme ρ : Z → G˜ = P˜SL(2, R) tels que :
∀γ ∈ Z, f ◦ γ = ρ(γ) ◦ f
Il faut remarquer que ρ est injectif, d’image discre`te dans G˜. De plus, ρ(h)
appartient au centre de G˜. Sa projection dans G = PSL(2, R) correspond a` une
me´trique hyperbolique sur Σ a` bord ge´ode´sique. Soit k l’indice du groupe engendre´
par ρ(h) dans le centre de G˜ : on doit comparer maintenant la restriction de Φ̂t
morceau N̂ au morceau feuillete´ de´fini par ρ(Z), c’est-a`-dire, le reveˆtement a` k
feuillets le long des fibres du flot ge´ode´sique sur T 1Σ.
1Cela` est un peu de´licat : il faut de´montrer que chaque composante connexe de Ls \ µ est
pre´serve´e par un e´le´ment non-trivial de Z, voir [18] pour une preuve de ce fait non trivial.
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Ce n’est pas le lieu ici de de´velopper la preuve de ce fait : nous nous contentons
de signaler sobrement ici qu’elle s’obtient en adjoignant aux arguments de [18] la
proposition 4.9.
Remarque 4.15. Dans tout ce qui pre´ce`de, nous avons suppose´ implicitement
que toutes les varie´te´s conside´re´es sont orientables. On peut bien suˆr adapter les
preuves et e´nonce´s au cas non-orientable, nous avons pre´fe´re´ omettre d’expliciter
ce cas de figure qui ne pre´sente pas de re´elle difficulte´ supple´mentaire.
D’ailleurs, les re´sultats e´voque´s ici s’e´tendent e´galement au cas plus ge´ne´ral ou`
N est un fibre´ de Seifert sur une orbifold Σ.
4.3. Flots d’Anosov alignables sur les varie´te´s graphe´es
Pre´cisons la notion de varie´te´ graphe´e, telle qu’elle est de´finie par Waldhausen
([193, 194]) :
De´finition 4.16. Une varie´te´ graphe´e est la donne´e d’un paire (M, T ), ou` M
est une varie´te´ de dimension 3 ferme´e et oriente´e, et T = T1 ∪ . . . ∪ Tn une union
finie de tores plonge´s dans M deux-a`-deux disjoints, tels que pour tout voisinage
tubulaire re´gulier U(T ) de T dans M , chaque composante connexe N de M \U(T )
est home´omorphe a` un fibre´ en cercles sur une surface. Si de plus chaque composante
N fibre en cercles sur une surface orientable, la varie´te´ M est dite varie´te´ graphe´e
a` fibre oriente´e (abre´viation VGO).
Par commodite´, nous ne conside´rons que des varie´te´s graphe´es a` fibres oriente´es.
Insistons que dans cette de´finition, une varie´te´ graphe´e n’est pas seulement une
varie´te´ M , mais ve´ritablement une paire (M, T ). Mais les abus de langages utilise´s
pre´ce´demment ne preˆtent gue`re a` conse´quence en raison de la proposition 4.19.
Une VGO (M, T ) est dite re´duite au sens de Waldhausen ([194]) si, pour toute
composante Ti de T , Ti est incompressible, sauf s’il borde dans M un tore solide
N , et que la fibre de la composante connexe de M \U(T ) adjacente a` ce tore, autre
que N , n’est pas homologue dans Ti au me´ridien de N .
Les varie´te´s que nous e´tudions sont voue´es a` supporter des flots d’Anosov. Or,
d’apre`s [194], si (M, T ) est une VGO non re´duite, nous sommes dans l’une des
situations suivantes :
– M est home´omorphe au produit S2 × S1,
– M est un fibre´ en tores sur le cercle a` monodromie elliptique,
– M \U(T ) admet au moins deux composantes, et une d’entre elles est le fibre´
trivial sur l’anneau,
– il existe deux composantes de M \ U(T ) dont les adhe´rences dans M ren-
contrent le meˆme U(Ti), et dont les fibres sont isotopes dans U(Ti).
Si M supporte un flot d’Anosov , les deux premiers cas sont exclus, et dans
les deux derniers cas, il existe une sous-partie T ′ telle que (M, T ′) est encore une
VGO. En poursuivant ce processus, on arrive a` une paire (M, T ′′) qui est une
VGO re´duite. On peut donc sans perte de ge´ne´ralite´ se restreindre au cas des VGO
re´duites.
On peut alors modifier la de´finition des VGO de la manie`re suivante :
De´finition 4.17. Une varie´te´ graphe´e re´duite oriente´e (abre´viation VGRO)
(M, T ) est la donne´e d’une 3-varie´te´ ferme´e oriente´e M et d’une union T de tores
plonge´s dans M deux-a`-deux disjoints tels que tout voisinage tubulaire re´gulier U(T )
de´compose M en fibre´s de Seifert a` fibres orientables.
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En d’autres termes, on incorpore les composantes de M \U(T ) home´omorphes
au tore solide dans leurs composantes voisines, en enlevant des e´le´ments de T : les
composantes fibre´es ainsi dote´es deviennent des fibre´s de Seifert.
De´finition 4.18. Une VGRO (M, T ) est principale (abre´viation VGPO) si M
n’est pas home´omorphe a` une des varie´te´s suivantes :
– un fibre´ en tores sur le cercle,
– un fibre´ de Seifert sur la sphe`re avec au plus 3 fibres singulie`res.
Ce sont les VGPO que Waldhausen a classifie´ a` home´omorphismes pre`s de la
varie´te´ ambiente, en utilisant le fait fondamental suivant :
Proposition 4.19. Si (M, T ) et (M, T ′) sont deux VGPO, il existe alors une
isotopie de M envoyant T sur T ′.
On peut donc omettre dans la de´finition des VGPO la donne´e T .
Les flots d’Anosov sur les VGRO non-principale sont classifie´s par le The´ore`me
3.1. La classification des flots d’Anosov sur les VGO se rame`ne donc a` la classifica-
tion des flots d’Anosov sur les VGPO.
On obtient sans difficulte´ graˆce au The´ore`me 4.14 le The´ore`me suivant :
The´ore`me 4.20. Tout flot d’Anosov alignable sur une VGPO est topologique-
ment e´quivalent a` un exemple de Handel-Thurston ge´ne´ralise´.
Remarque 4.21. Ce The´ore`me ne met pas un point final a` la classification des
flots d’Anosov alignables sur les varie´te´s graphe´es : il faut pour cela` re´pondre a` la
question pose´e a` la remarque 2.27.
4.4. Flots d’Anosov non-alignables sur les varie´te´s graphe´es
Le The´ore`me 4.20 n’est pas encore totalement satisfaisant, puisqu’il est loin
d’eˆtre e´vident de ve´rifier qu’un flot d’Anosov donne´ est alignable ou non. C’est
de´ja` un proble`me non-trivial pour les exemples de Handel-Thurston. Le The´ore`me
de Fenley (The´ore`me 2.33) montre que les exemples de Handel-Thurston sont
alignables que pour la moitie´ d’entre eux : ceux provenant de la construction meˆme
de Handel-Thurston, sans utiliser l’astuce de S. Goodman.
La proposition suivante apporte une re´ponse approprie´e :
Proposition 4.22 ([18]). Soit (M, T ) une VGPO, et Φt un flot d’Anosov sur
M . Alors, Φt n’est pas alignable si et seulement si il existe une composante N de
M \ U(T ) qui soit un fibre´ de Seifert dont les fibres re´gulie`res sont isotopes a` une
orbite pe´riodique de Φt.
Corollaire 4.23. Les exemples de Handel-Thurston ge´ne´ralise´s sont aligna-
bles.
Preuve Il suffit de montrer que les fibres re´gulie`res des composantes fibre´es ne
sont pas isotopes a` des orbites pe´riodiques du flot. Or, dans chacun des morceaux
fibre´s, il existe un tore plonge´ incompressible T au-dessus d’une ge´ode´sique ferme´e
simple de la surface sous-jacente. Si les fibres de ce morceau sont isotopes a` une
orbite pe´riodique du flot, on peut appliquer la proposition 4.1. On obtient une
contradiction, car il est aise´ de de´montrer que les exemples de Handel-Thurston
n’admettent pas de tore transverse.
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Remarque 4.24. Le corollaire 4.23 est loin d’eˆtre la seule retombe´e de la
proposition 4.22. En fait, il est tre`s raisonnable de le voir comme un premier pas vers
une classification des flots d’Anosov non alignables sur les VGPO. Le travail sur les
BL-flots ([20]) est un prototype du genre de re´sultat qui peut eˆtre obtenu dans
cette direction. Nous pensons que l’e´nonce´ ge´ne´ral suivant doit eˆtre vrai, modulo
peut-eˆtre une liste finie de contre-exemples :
Tout flot d’Anosov sur une VGPO est obtenu en recollant des morceaux de flots
ge´ode´siques avec des flots locaux de Morse-Smale sur des fibre´s de Seifert.
Par flot local de Morse-Smale sur un fibre´ de Seifert N , nous entendons un flot
local dont l’ensemble des points non-errants est une union finie d’orbites pe´riodiques,
qui de plus sont toutes isotopes a` des fibres (singulie`res ou re´gulie`res) de N . Un tel
flot ve´rifie les meˆmes proprie´te´s que le flot local Φ∗ intervenant dans la de´finition
de l’exemple de Bonatti-Langevin : les orbites vont soit d’un bord de N a` un autre,
d’un bord de N a` une orbite pe´riodique, ou d’une orbite pe´riodique vers le bord de
N .
Ajoutons pour corroborer cette vision qu’elle englobe la description des flots
de Morse-Smale sur les varie´te´s de dimension 3, selon laquelle seules les varie´te´s
graphe´es supportent de tels flots, et que ces flots correspondent a` certaines de´compo-
sitions en anses de la varie´te´ (voir [10, 153]).
CHAPITRE 5
Une ve´ritable prise de contact
Rappelons qu’une forme de contact sur une 3-varie´te´ est une 1-forme α de classe
C1 partout non-inte´grable, c’est-a`-dire telle que le produit exte´rieur α∧ dα est une
forme volume. Une structure de contact est une classe de forme de contact modulo
multiplication par une fonction strictement positive.
A toute forme de contact est associe´ un champ de Reeb : c’est l’unique champ
de vecteurs X tel que :
– iXα = 1,
– iXdα = 0.
Ces conditions impliquent que α est pre´serve´e par le flot engendre´ par X . Ce
flot est appele´ flot de Reeb de la forme de contact.
On peut aussi de´finir les flots de Reeb comme e´tant les flots pre´servant une
forme de contact : si Φt∗α = α, alors Φ
t est le flot de Reeb de Xα(X) ou` X est le
champ de vecteurs engendrant Φt (il convient de remarquer que α(X) n’est pas nul
car α est de contact).
De´finition 5.1. Un flot d’Anosov est dit de contact si c’est le flot de Reeb
d’une forme de contact.
L’exemple typique de flot d’Anosov de contact est le flot ge´ode´sique d’une
varie´te´ a` courbure strictement ne´gative : c’est le flot de Reeb de la forme de Liouville
(voir par exemple [124]).
On peut caracte´riser d’une autre manie`re les flots d’Anosov de contact :
Proposition 5.2. Soit Φt un flot d’Anosov sur une varie´te´ ferme´e de dimen-
sion 3, qui ne soit pas topologiquement conjugue´ a` une suspension. Alors, Φt est de
contact si et seulement si ses fibre´s forts Ess,uu sont de classe C1. Dans ce cas, la
forme de contact dont il est le flot de Reeb est de classe C∞.
Preuve The´ore`me 2.3 de [133]
5.1. Chirurgie de Foulon
Comme nous l’avons de´ja` signale´, les flots ge´ode´siques en courbure ne´gative sont
des flots d’Anosov contact. Pour obtenir d’autres exemples, nous ne connaissons
pas d’autre moyen qu’une ope´ration chirugicale. Dans ce contexte, P. Foulon a
de´montre´ que la chirurgie de Dehn au sens e´tendu de § 2.4 peut eˆtre effectue´e tout
en pre´servant la proprie´te´ de pre´server une structure de contact. Malheureusement,
cette construction est toujours non-publie´e :
The´ore`me 5.3 (P. Foulon [83]). Soit Φt un flot d’Anosov de contact, et c
un lacet transverse aux deux feuilletags faibles. Pour tout anneau transverse au
flot dans un voisinage de c, on peut choisir un repre´sentant du twist de Dehn
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positif de sorte que la chirurgie de Dehn-Goodman sur cet anneau effectue´e par ce
repre´sentant aboutisse a` un flot d’Anosov de contact.
Remarque 5.4. Ce the´ore`me montre en particulier que les exemples de Handel-
Thurston sont topologiquement e´quivalents a` des flots d’Anosov de contact.
5.2. Flots d’Anosov TCP et plans affines topologiques
Conside´rons un flot De´sarguien. Nous avons vu au § 2.2.4 que les feuilles des
feuilletages forts stables et instables releve´s dans le reveˆtement universel sont les
orbites dans G˜ = P˜SL(2, R) de l’action a` droite des sous-groupes a` un parame`tre
de matrices unipotentes hs±. Leurs espaces de feuilles L
ss,uu sont donc les espaces





le stabilisateur de (1, 0) pour l’action line´aire naturelle de G = SL(2, R) sur l’espace
vectoriel R2 : on en de´duit que Lss ≈ G/hs+ s’identifie au quotient de R
2 \ {0} par
l’antipodie (x, y) 7→ (−x,−y). L’action naturelle du groupe fondamental Γ sur Lss,
provenant de son action a` gauche dur G˜ en tant que re´seau, devient sur le mode`le
R2 une action line´aire.
De plus, on ve´rifie sans peine que la projection dans R2 \ {0} d’une feuille de
F˜uu est une droite affine comple`te de R2 e´vitant l’origine. Enfin, comme le flot
Φ˜t e´change les feuilles de F˜ss, il induit une action sur Lss, qui s’exprime dans
le mode`le R2 \ {0} comme e´tant le flot radial (x, y) 7→ (etx, ety). En particulier,
les projections des orbites de Φ˜t sont encore des droites affines, mais cette fois-ci
incomple`tes : ce sont des rayons du plan.
En re´sume´, l’espace de feuilles Lss admet une structure affine canonique, qui
s’identifie au reveˆtement universel (cyclique) de R2 \{0}, ou` les (releve´s de) droites
affines s’interpre`tent par les objects dynamiquement associe´s au flot : le flot lui-
meˆme, ainsi que les feuilles du feuilletage fort instable. Pour des raisons d’e´conomie
d’e´criture, nous notons R˜2 le reveˆtement universel du plan prive´ de l’origine, pense´
muni du releve´ de la structure affine.
Dans [23], j’ai de´montre´ que ce sche´ma s’e´tend a` tous les flots d’Anosov de
contact, et meˆme, aux flots d’Anosov topologiquement de contact :
De´finition 5.5. Soit Φt un flot d’Anosov sur une 3-varie´te´ ferme´e M . On
choisit (par exemple a` partir d’une me´trique riemmanienne auxiliaire) un parame´-
trage continu des feuilletages forts stable et instable de sorte que les feuilles de F ss
(respectivement de Fuu) soient les orbites d’un flot continu hts (respectivement h
t
u).
Le flot Φt est dit topolgiquement de contact s’il existe un re´el positif  tel que, pour
tout quadruplet (t1, t2, t3, t4) de re´els non-nuls et de valeurs absolues infe´rieurs a` ,
il n’existe pas de point x de M pour lequel ht1s ◦ h
t2





En termes moins pre´cis mais plus parlant, un flot d’Anosov est topologique-
ment de contact s’il n’existe pas de petit rectangle, un rectangle e´tant un lacet
ferme´ obtenu en parcourant alternativement des segments de feuilles fortes stables
et instables. Il nous semble assez clair que les flots d’Anosov de contact sont topo-
logiquement de contact.
Nous appelerons encore Lss,uu les espaces de feuilles des feuilletages forts releve´s
F˜ss,uu. Il existe une action naturelle du groupe fondamental Γ sur Lss,uu, et, comme
nous l’avons remarque´ auparavant, le flot Φ˜t se projette en un flot ϕt, qui de plus
commute avec l’action de Γ.
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Il est faux en ge´ne´ral que ces espaces de feuilles admettent une structure affine
modele´e sur le plan affine qui soit Γ-invariante. Par contre, nous allons voir qu’elle
admet une structure affine canonique au sens de la ge´ome´trie d’incidence. Rappelons
une de´finition bien connue :
De´finition 5.6. Un plan affine (axiomatique) est la donne´e d’un ensemble P,
dont les e´le´ments sont appele´s “points”, d’un ensemble D, dont les e´le´ments sont
appele´s “droites”, et d’une relation, dite d’incidence, reliant e´le´ments de P et de
D, ve´rifiant les axiomes suivants1 :
– par deux points distincts passent une et une seule droite,
– si d est une droite et x un point quelconque, il existe une et une seule droite
passant par x et paralle`le a` d (deux droites e´tant dites paralle`les si elles sont confon-
dues ou n’admettent aucun point en commun),
– il existe trois points qui ne sont pas contenus dans une meˆme droite.
Nous ne rappelerons pas comment on construit un plan affine axiomatique AK
a` partir d’un corps K. Rappelons quand meˆme le magnifique The´ore`me suivant :
The´ore`me 5.7. Un plan affine est un plan affine AK si et seulement si le
The´ore`me de De´sargues y est valide. C’est un plan affine AK ou` K est un corps
commutatif si et seulement si le The´ore`me de Pappus y est valide.
Nous parlerons ainsi de plans affines De´sarguiens et Pappusiens. Il est sans
doute utile de pre´ciser la de´finition des plans affines De´sarguiens, puisque nous
l’e´voquerons avec davantage de de´tails plus tard :
De´finition 5.8. Un plan affine est De´sarguien si, pour tout triplet d, d′, d′′ de
droites concourantes en un point, et pour tout choix de points x, y de points de d,
de points x′, y′ de d′, et de tout point x′′, y′′ de d′′, les intersections (xx′) ∩ (yy′),
(xx′′) ∩ (yy′′), (x′x′′) ∩ (y′y′′), si elles existent, sont aligne´es.
Les plans affines que nous allons conside´rer sont de plus topologiques, au sens
ou` les ensembles P , D de droites et de points sont chacun muni d’une topologie de
sorte que :
– l’application qui a` deux points distincts associe leur droite commune est
continue,
– l’application qui a` deux droites non-paralle`les associe leur point d’intersection
est continue,
– l’ensemble des paires de droites paralle`les est un ferme´ de D ×D.
En fait, nous ne rencontrerons que le cas ou` l’ensemble des points est home´omor-
phe a` R2, et ou` chaque droite, en tant que sous-ensemble de P , est l’image d’un
plongement propre de R. Les plans affines topologiques ve´rifiant ces hypothe`ses
sont appele´s R2-plans affines (voir chapitre 3 de [171]).
Remarque 5.9. Donnons nous deux droites d, d′ concourantes dans un R2-
plan affine. Les paralle`les a` d, d′ permettent de de´finir un home´omorphisme entre
P et d×d′ ≈ R2. Choisissons une troisie`me droite passant par d∩d′′ : elle peut eˆtre
vue comme le graphe d’un home´omorphisme entre d et d′, que nous utilisons pour
identifier d a` d′. Alors, toute autre droite non paralle`le a` d ou d′ est le graphe d’un
1Dans cette suite d’axiomes, nous utilisons, pour e´conomie d’e´criture, les termes “droite
passant par un point”, “contenir”, qui s’e´noncent de manie`re non-ambigu¨e en terme de la relation
d’incidence.
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home´omorphisme de d. Le point que nous voulons signaler est que si cet ensemble
d’home´omorphismes de d est un groupe si et seulement si le plan affine est le plan
affine AR usuel. En effet, c’est dans ce cas un groupe qui agit transitivement sur d ≈
R en ve´rifiant toutes les hypothe`ses du The´ore`me de Solodov (The´ore`me 2.10), dont
la conclusion justifie notre affirmation. Par ailleurs, le fait que ces home´omorphismes
forment ou non un groupe s’exprime en terme de la relation d’incidence. Au vu du
The´ore`me 5.7, ceci e´quivaut a` satisfaire l’axiome de De´sargues, ou celui de Pappus.
Il serait inte´ressant de de´montrer directement une de ces implications.
Mais nous ne sommes pas encore au point voulu : la notion de R2-plan affine
n’est pas encore la bonne notion associe´e aux flots d’Anosov topologiquement de
contact (mais presque !), il faut, comme dans le cas des flots De´sarguiens, passer
en quelque sorte au reveˆtement universel du comple´mentaire d’un point (mais voir
quand meˆme la remarque 5.17).
De´finition 5.10. Un R˜2-plan affine est la donne´e d’un espace topologique P de
points, et d’un espace topologique D de droites ge´ne´ralise´es contenant un ouvert P ∗
de droites comple`tes, dont le ferme´ comple´mentaire est note´ R, d’e´le´ments appele´s
rayons. La donne´e inclut aussi une relation d’incidence, induite par la relation d’ap-
partenance usuelle, par incarnation de chaque e´le´ment de D comme sous-ensemble
ferme´ de P. On peut alors de´finir les notions de re´gion fondamentale et de pa-
ralle´lisme : pour chaque droite comple`te d, la re´gion fondamentale R(d) est l’union
dans P des rayons passant par un point de d, et deux droites comple`tes sont pa-
ralle`les si elles de´finissent la meˆme re´gion fondamentale et qu’elles sont e´gales ou
disjointes. Tous ces ingre´dients doivent alors ve´rifier les axiomes suivants :
(1) par deux points distincts d’une re´gion fondamentale passe une et une seule
droite ge´ne´ralise´e,
(2) si d est une droite comple`te et x un point de la re´gion fondamentale R(d),
il existe une et une seule droite comple`te passant par x et paralle`le a` d,
(3) deux droites comple`tes rencontrant un meˆme rayon sont soit paralle`les,
soit concourantes (i.e., leur intersection est non-vide),
(4) P est home´omorphe a` R2,
(5) R est home´omorhe a` R, et les rayons sont les fibres d’une fibration triviale
de P ≈ R2 sur R ≈ R,
(6) toute droite comple`te est l’image d’un plongement propre de R dans P ≈
R2,
(7) il existe une topologie sur D pour laquelle les inclusions de R et de P∗
sont des home´omorphismes sur leurs images, et telle que l’application
D×D → P (respectivement P×P → D), qui a` toute paire (x, x′) (respec-
tivement (d, d′)) associe la droite comple`te contenant x, x′ (respectivement
l’intersection d ∩ d′) est continue et ouverte (la` ou` ces applications sont
de´finies).
Remarque 5.11. Soit (P ,D) un R2-plan affine, et d0 un e´le´ment de D. Soit R
l’ensemble des droites paralle`les a` d0, et P
∗ l’ensemble des droites non-paralle`les a`
d0. Alors, cette donne´e ve´rifie tous les axiomes de R˜
2-plan affine, avec la condition
supple´mentaire que toutes les re´gions fondamentales sont e´gales.
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On peut montrer qu’inversement tout R˜2-plan affine dont toutes les re´gions fon-
damentales coincident s’obtiennent par ce proce´de´ a` partir d’un R2-plan affine avec
une direction de droites paralle`les distingue´e. Donnons juste quelques indications
sur la preuve : dans ce contexte, on utilise un proce´de´ similaire a` celui de´crit a` la
remarque 5.9 : une fois choisis une direction de droites comple`tes paralle`le (les “ho-
rizontales”, les “verticales” e´tant les rayons) et une droite comple`te non comprise
dans cette direction (le “graphe de l’identite´”), on peut assimiler P∗ a` un ensemble
d’home´omorphismes de R. On montre alors que la topologie de P∗ est celle induite
par la topologie de la convergence simple sur l’espace des home´omorphismes de R,
puis qu’elle coincide avec celle induite par la convergence uniforme sur les compacts.
On en de´duit aise´ment le seul point a` de´montrer : l’ensemble des paires de droites
ge´ne´ralise´es paralle`les est ferme´.
Remarque 5.12. Le reveˆtement universel R˜2 de R2 \ {0} est manifestement
un R˜2-plan affine. De manie`re plus ge´ne´rale, si (P ,D) est un R2-plan affine et 0 un
point distingue´ de P , le reveˆtement universel P˜ de P \ {0}, le reveˆtement universel
P˜∗ de D prive´ des droites e´vitant 0, et le reveˆtement universel R˜ de l’ensemble des
rayons du R2-plan affine initial (i.e., les composantes connexes de d \ {0} ou` d est
un e´le´ment de D contenant 0), forment un R˜2-plan affine.
Remarque 5.13. Comme notre notation le sugge`re, nous disposons d’une dua-
lite´ : supposons que (P ,D) soit un R˜2-plan affine ve´rifiant les axiomes additionnels
suivants :
– (8) si deux droites comple`tes de´finissent la meˆme re´gion fondamentale, alors
elles sont e´gales et confondues,
– (8∗) si x et x′ sont deux points tels que toute droite passant par x est paralle`le
a` une droite passant par x′, alors x et x′ sont sur un meˆme rayon.
Alors, P∗ est l’ensemble des points d’un R˜2-plan affine dont les rayons sont
les familles de droites comple`tes paralle`les, et les droites comple`tes les familles
d’e´le´ments de P∗ contenant un point donne´ de P . Une re´gion fondamentale dans
P∗ associe´e a` une droite (i.e., un point x de P) est alors l’ensemble des e´le´ments de
P∗ paralle`les a` un droite passant par x. De plus, deux droites comple`tes x, y sont
paralle`les si elles sont sur un meˆme rayon. On voit alors que dans la de´finition 5.10,
l’axiome (3) est le dual de l’axiome (1), et l’axiome (2) est dual a` la de´finition
meˆme de re´gion fondamentale. Quant aux axiomes supple´mentaires (8) et (8∗), ils
sont duaux l’un de l’autre. Les points de´licats a` de´montrer sont ceux portant sur la
topologie : les axiomes (4), (5), (6) et (7) (ce dernier e´tant de´ja` presque le dual de
lui-meˆme). Remarquons aussi que les axiomes supple´mentaires (8) et (8∗) excluent
les exemples de la remarque 5.11.
The´ore`me 5.14 (Theorem B de [23]). Soit Φt un flot d’Anosov topologi-
quement de contact. Alors, l’espace de feuilles Lss est l’ensemble des points d’un
R2-plan affine, dont les droites comple`tes sont les projections des releve´s de feuilles
fortes instables, et les rayons sont les orbites du flot ϕt.
Bien suˆr, l’e´nonce´ analogue pour Luu est tout aussi valide. A` vrai dire, l’en-
semble des droites comple`tes pour Lss n’est autre que Luu : les deux R˜2-affines sont
duaux l’un de l’autre au sens de la remarque 5.13.
Remarquons que, comme Ls s’identifie a` l’espace des rayons R, ce The´ore`me
inclut le re´sultat suivant :
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Corollaire 5.15. Tout flot d’Anosov topologiquement de contact est alignable.
V.V. Solodov a aussi nague`re annonce´ ce re´sultat pour les flots d’Anosov de
contact, en sugge´rant une preuve de nature entie`rement diffe´rente : elle consiste(rait)
a` montrer que pour un flot d’Anosov non-alignable, l’entropie topologique d’un flot
dont les orbites sont les feuilles fortes stables est infinie, ce qui est impossible si le
flot est C1 ; par exemple, si le flot d’Anosov est de contact.
Remarque 5.16. Un flot d’Anosov topologiquement e´quivalent a` une suspen-
sion ne peut eˆtre de contact (car il admet une section). Il est tout aussi vrai qu’il
ne peut pas non plus eˆtre topologiquement de contact : la preuve en est cependant
assez de´licate (Proposition 5.1 de [23]).
Remarque 5.17. Il n’existe pas de flot d’Anosov topologiquement de contact
pour lequel Lss est un R˜2-plan affine provenant d’un R2-affine comme explique´ a`
la remarque 5.11 (en effet, ces plans affines ve´rifient les axiomes additionels (8)
et (8∗)). De plus, on peut de´montrer que Lss est isomorphe a` un R˜2-plan affine
de´fini en relevant un R2-plan affine troue´ (voir remarque 5.12) si et seulement le
flot Φt est topologiquement e´quivalent a` un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´. En corollaire,
on obtient que tout flot ge´ode´sique d’une surface riemannienne a` courbure stric-
tement ne´gative de´finit un R2-plan affine dont le groupe des colline´ations contient
un “grand” sous-groupe discret (Γ), ainsi qu’un sous-groupe a` un parame`tre. Ceci
comple`te agre´ablement la liste des exemples de [171].
Remarque 5.18. Au vu du The´ore`me 5.7, il est naturel d’appeler De´sarguien
un flot d’Anosov pour lequel Lss est isomorphe, en tant que R˜2-plan affine, au
reveˆtement universel de R2 \ {0}. Or, il s’ave`re qu’il s’agit pre´cise´ment des flots
d’Anosov De´sarguiens tels qu’ils sont de´finis au § 2.2.4. En effet, comme il est
explique´ au §6 de [23], ceci de´coule de [103] - on peut meˆme conside´rer que ce
point de vue affine e´claire quelque peu [103].
Remarque 5.19. L’espace drapeau associe´ a` un R˜2-plan affine est l’espace des
paires (x, d) pour lesquelles d est une droite comple`te contenant x. On l’e´quipe de la
restriction de la topologie produit, et on le note X . Le groupe Γ agit naturellement
sur X , et le flot ϕt se rele`ve en un flot sur X , qu’on note encore ϕt, commutant
avec l’action de Γ. On peut de´montrer, de manie`re analogue a` ce qui a e´te´ vu a` la
remarque 1.43, que l’action de Γ sur X est libre et proprement discontinue, et que
le flot d’Anosov topologiquement de contact initial est topologiquement conjugue´
au flot induit sur Γ\X par ϕt.
Remarque 5.20. Margulis a exhibe´ pour tout flot d’Anosov topologiquement
transitif une mesure feuillete´e le long des feuilles instables faibles, invariante par
holonomie le long des feuilles fortes stables ([143]), et multiplie´e par exp(at) par
le flot, ou` a est une constante positive. Elle induit donc une mesure bore´lienne
νM sur L
ss qui est Γ-invariante et multiplie´e par le flot ϕt. De plus, cette mesure




6.1. Re´gularite´ des feuilletages
Nous avons insiste´ lors de l’introduction sur la basse re´gularite´ des divers feuille-
tages associe´s a` un flot d’Anosov : les feuilletages forts ne sont en ge´ne´ral que Ho¨lder
continus, e´ventuellement C1 dans le cas contact, et les feuilletages faibles, de classe
C1,α (de classe C1, avec de´rive´e Ho¨lder continue - le coefficient Ho¨lder α de´pendant
du flot, cf. [123]). Nous allons passer ici en revue quelques re´sultats montrant que
toute hypothe`se de plus grande re´gularite´ impose au flot d’eˆtre topologiquement
e´quivalent a` une suspension ou a` un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´, et exclut automati-
quement la plupart des flots d’Anosov.
Nous souhaitons e´galement souligner que ces re´sultats de´passent d’une certaine
manie`re le cadre de [38, 39, 76, 136]), dans la mesure ou` ces travaux - pre´sentant
certes l’avantage de s’appliquer en toute dimension - pre´sument l’existence d’une
connexion ou d’un volume lisse invariant. De fait, en dimension 3, si les feuilletages
faibles sont de classe C1,1 et que le flot pre´serve une forme volume lisse, il pre´serve
une me´trique lorentzienne transverse de classe C1,1. On peut alors appliquer le
The´ore`me 3.2.
6.1.1. Feuilletages forts. Dans [103], E. Ghys de´montre le The´ore`me sui-
vant :
The´ore`me 6.1. Soit Φt un flot d’Anosov de classe Cr (r ≥ 2) sur une varie´te´
ferme´e de dimension 3 dont les feuilletages forts stable et instable soient de classe
Cs (s ≥ 2). Alors, Φt est topologiquement conjugue´ a` une suspension d’un diffe´o-
morphisme line´aire du tore, ou a` un flot d’Anosov De´sarguien. De plus, la conju-
gaison topologique est de classe Cs.
Esquisse de preuve :1 Un tel flot, s’il n’est pas une suspension, est de contact
(proposition 5.2). On peut alors conside´rer le R2-affine Lss (The´ore`me 5.14). L’ob-
jet de la proposition 3.7 de [103] est pre´cise´ment de de´montrer que lorsque les
feuilletages forts sont suffisamment diffe´rentiables, cette structure affine est locale-
ment projectivement isomorphe au plan affine usuel R2 : en d’autres termes, tout
point de Lss admet un voisinage diffe´omorphe a` R2 de sorte que les segments de
droites ge´ne´ralise´es locales sont envoye´es sur des segments de droites usuelles. La
preuve de ce fait s’appuie sur l’existence, sur chaque “droite locale”, d’une forme
de degre´ 5/2 qui est l’obstruction a` la line´arisation locale de ces droites (voir [8], p.
52-63). On obtient l’annulation de cette obstruction dans notre contexte en raison
de l’invariance par ϕt et de la minimalite´ de l’action de Γ.
Ceci fournit une (G, X)-structure sur M , ou` G est le groupe PSL(3, R) agissant
sur la varie´te´ drapeau X = PTRP 2. Il s’agit alors de de´montrer que l’application
1Ou` plutoˆt, panorama rapide de [103].
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de´veloppante est injective, d’image les paires (x, d) ou` x de´crit R2 \{0} ⊂ RP 2 et d
est une droite passant par x et e´vitant 0. Le groupe d’holonomie est alors un sous
groupe de GL(2, R), et il s’agit ensuite de de´montrer que :
– le flot releve´ Φ˜t est envoye´ par l’application de´veloppante sur le flot radial,
– les e´le´ments du groupe d’holonomie sont de la forme exp(u(γ))ρ(γ), ou` ρ :
Γ → SL(2, R) et u : Γ → R sont des morphismes. C’est l’objet du The´ore`me 6.4 de
[103].
La conclusion, i.e., le controˆle de la norme stable de u ∈ H1(M, Z), de´coule de
[170].
6.1.2. Feuilletages faibles.
The´ore`me 6.2 (The´ore`me 4.6 de [105]). Soit Φt un flot d’Anosov de classe
Cr (r ≥ 2) sur une varie´te´ ferme´e de dimension 3 dont les feuilletages faibles
stable et instable soient de classe C1,1. Alors, Φt est topologiquement e´quivalent
a` une suspension d’un diffe´romorphisme line´aire du tore, ou a` un flot d’Anosov
quasi-fuchsien. De plus, l’e´quivalence topologique est de classe Cr.
D’une part, ce The´ore`me permet de retrouver assez facilement rapidement
le The´ore`me 6.1. D’autre part, le The´ore`me 6.2 repose pour l’essentiel sur le
The´ore`me suivant :
The´ore`me 6.3 (The´ore`me 4.1 de [105]). Soit Φt un flot d’Anosov de classe
Cr (r ≥ 2) sur une varie´te´ ferme´e de dimension 3. Si un des feuilletages faibles
stable ou instable est de classe C1,1, alors il est transversalement projectif.
En effet, le The´ore`me 6.3 implique qu’un flot d’Anosov ve´rifiant les hypothe`ses
du The´ore`me 6.2 est transversalement modele´ sur l’univers d’Einstein Ein2 (voir
§ 11.5). Pour eˆtre bref, signalons comme E. Ghys que la preuve des pages 238-242 de
[104] peut s’adapter de manie`re a` fournir le re´sultat. Indiquons aussi que nous avons
de´montre´ dans [16] que les flots d’Anosov transversalement projectifs sont topologi-
quement e´quivalents a` des suspensions ou a` des flots ge´ode´siques ge´ne´ralise´s, et que
la preuve meˆme dans [16] s’adapte assez clairement pour e´tablir la diffe´rentiabilite´
de l’e´quivalence topologique annonce´e dans la conclusion de 6.2.
Remarque 6.4. Les versions des The´ore`mes 6.2 et 6.3 lorsque le flot est seule-
ment suppose´ eˆtre un flot d’Anosov topologique sont elles aussi valides. Voir la
discussion de la §5 de [105].
6.1.3. Re´gularite´ de l’action sur le cercle. Commenc¸ons par une remarque
ge´ne´rale :
Proposition 6.5. Tout sous-groupe finimenent engendre´ de Home´o+(S1) agis-
sant minimalement sur le cercle est topologiquement conjugue´ a` un sous-groupe de
Bilip+(S1).
En pre´sence d’un flot d’Anosov alignable non produit, cette proposition s’ap-
plique a` l’action de Γ sur le cercle Ss. Mais la proposition suivante montre qu’il
semble difficile d’espe´rer une meilleure re´gularite´ de cette action :
Proposition 6.6. Soit Φt un flot d’Anosov alignable non-produit sur une varie´-
te´ ferme´e de dimension 3. L’action de τ s sur Ls est de classe C1 si et seulement
si Φt est topologiquement e´quivalent a` un flot ge´ode´sique ge´ne´ralise´.
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Preuve Soit Φt un flot d’Anosov ve´rifiant les hypothe`ses du The´ore`me. Lors de
la remarque 1.43, nous avons vu que tout flot d’Anosov alignable non-produit est
topologiquement e´quivalent a` un flot C0 de´fini par le proce´de´ suivant :
– on conside`re l’ouvert Q de R×R compris entre les graphes de l’identite´ et de
τ ,
– on conside`re l’ouvert U de PTQ forme´ des directions non-tangentes aux
verticales {∗} × R ou aux horizontales R× {∗}.
Comme l’action de Γ est C1, elle induit une action continue sur U , qui est libre
et proprement discontinue, dont on note M ′ l’espace quotient. De plus, les fibres
de la projection de U sur Q admettent un parame`trage naturel Γ-invariant : sur le
quotient M ′ nous obtenons donc un flot continu Ψs, topologiquement e´quivalent a`
Φt.
Le point est que l’application (x, y) 7→ (y, τ(x)) est un diffe´omorphisme T de
Q, commutant avec l’action de Γ, et dont la diffe´rentielle pre´serve elle aussi le
parame`trage des fibres de la projection de U sur Q : elle induit donc au quotient
une conjugaison F entre le flot et son inverse :
F ◦Ψs = Ψ−s ◦ F
Ainsi, pour toute orbite pe´riodique θ de Ψs, de pe´riode T , tous les F n(θ) (n ∈
Z) sont aussi des orbites pe´riodiques de Ψs de meˆme pe´riode T ! L’e´quivalence
topologique f entre Ψs et Φt ne pre´serve pas le parame´trage, mais la compacite´
de M implique qu’il existe un re´el positif T ′ tel que l’image par f toute orbite
pe´riodique de Ψs de pe´riode T est de pe´riode au plus T ′. Or, comme Φt est Anosov,
il n’existe qu’un nombre fini d’orbites pe´riodiques de Φt de pe´riode infe´rieure a` T ′.
Donc, il existe un entier k tel que F k(θ) = θ. Traduit dans Q, ceci signifie que pour
tout point θ de Q fixe´ par un e´le´ment de Γ, il existe un e´le´ment γθ de Γ et un entier
k(θ) tel que T k(θ)(θ) = γθ(θ).
Notons maintenant de manie`re analogue a` ce que nous avons fait lors de la
preuve de la proposition 3.12 par P des paires de points distincts de Ss, et par
P0 le sous-ensemble de P forme´ des projections de paires de points de Q ⊂ R× R
fixe´s par un meˆme e´le´ment de Γ. Nous savons d’une part que P0 est dense dans
P . Par ailleurs, nous affirmons que l’orbite sous Γ de chaque e´le´ment de P0 est un
ferme´ discret de P. En effet : soit θ = (x, y) un e´le´ment de Q fixe´ par un e´le´ment
γ de Γ, et γn une suite d’e´le´ments de Γ telle que la suite de (xn, yn) = γn(x, y) se
projette dans P en une suite convergeant vers un point de P . Il existe donc une
suite d’entiers kn telle que la suite T
kn(xn, yn) converge vers un point (x¯, y¯) de Q.
Or, si T est la pe´riode de l’orbite pe´riodique de Ψs correspondant a` (x, y), toutes
les orbites de Ψs correspondant aux T kn(xn, yn) sont aussi pe´riodiques, de pe´riode
T . Il s’ensuit clairement que (x¯, y¯) correspond a` une orbite θ de Ψs dont chaque
point est fixe´ par ΨT , i.e., de pe´riode divisant T : cette paire appartient donc a`
P0, ce qui montre de´ja` que P0 est ferme´. De plus, comme Φ
t est un flot d’Anosov,
l’orbite pe´riodique θ est isole´e parmi celles de pe´riodes au plus T ′, la limite (x¯, y¯)
est e´gale aux T kn(xn, yn) pour les n suffisamment grands. Ceci de´montre comme
voulu que P0 est un ferme´ discret.
On peut alors reproduire mot pour mot la preuve de la proposition 3.12, et
de´montrer que Γ ⊂ Home´o+(Ss) est un groupe de convergence, et donc, conjugue´
a` un groupe Fuchsien. On conclut comme au corollaire 3.13.
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Remarque 6.7. Les me´thodes de chirurgie, notamment celle de Foulon, per-
mettent de produire a` profusion des flots satisfaisant les hypothe`ses de la proposi-
tion 6.6. Par ailleurs, il est connu que les varie´te´s obtenues a` partir par chirurgies
de Dehn sont tre`s souvent hyperboliques (voir [186], [47], [112]) : par exemple, le
comple´mentaire d’un entrelacs admet souvent une me´trique hyperbolique comple`te
de volume fini : un exemple ce´le`bre est le comple´mentaire du noeud de huit, qui
est notoirement home´omorphe au comple´mentaire d’une orbite pe´riodique de la





Pour de tels entrelacs, toutes les chirurgies, sauf un nombre fini, aboutissent a`
des varie´te´s hyperboliques. Le groupe Γ est dans ces cas un re´seau cocompact de
SO0(1, 3).
6.2. Sections de Birkhoff
De´finition 6.8. Une section de Birkhoff d’un flot d’Anosov Φt (sur une 3-
varie´te´ ferme´e M) est une immersion i : S → M de classe C1 d’une surface a` bord
de type fini S telle que :
– l’image par i du bord de S est l’union d’un nombre fini d’orbites pe´riodiques,
– la restriction de i a` l’inte´rieur de S est un plongement injectif transverse au
flot,
– il existe un temps T > 0 tel que, pour tout x de M , l’orbite positive de Φt pour
les temps compris dans l’intervalle [0, T ] rencontre i(S).
Il a e´te´ pour la premie`re fois de´montre´ par D. Fried ([92]) que tout flot
d’Anosov topologiquement transitif admet une section de Birkhoff. Il est assez fa-
cile de de´montrer que l’application de premier retour de´finit un home´omorphisme
f : S → S dont la classe d’isotopie est pseudo-anosov ; en fait, cet home´omorphisme
f est lui-meˆme pseudo-anosov au sens suivant : il pre´serve deux feuilletages singu-
liers (qui sur l’inte´rieur de S coincident avec les traces des feuilletages faibles), et
chacun de ces feuilletages singuliers admettent une mesure transverse invariante
qui est multiplie´e sous l’action de f par une constante non nul. Cette constante est
strictement plus grande que 1 pour un des feuilletages mesure´s, et plus petite que
1 pour l’autre feuilletage mesure´ (ces deux contantes multiplicatives sont en fait
inverses l’une de l’autre).
Inversement, tout home´omorphisme d’Anosov sur une telle surface S de´finit
(par suspension suivi d’un “plombage” (plumbing)) un flot topologique, bien de´fini
modulo chirurgie de Dehn-Fried le long des orbites pe´riodiques provenant des sin-
gularite´s de f . Les flots obtenus par ce proce´de´ sont dit pseudo-anosov. En ge´ne´ral,
ce ne sont pas des flots d’Anosov topologiques : il faut pour cela` qu’il ve´rifie une
condition supple´mentaire : pour chaque singularite´ x de f , le nombre de f -orbites
de se´paratrices stables issues de x soit e´gal exactement a` deux.
Les flots pseudo-Anosov jouent un roˆle crucial dans les de´veloppements re´cents
de l’e´tude des feuilletages de codimension 1 en dimension 3 (voir par exemple
[52, 80]). Insistons sur le fait qu’il s’agit de flots topologiques, et qu’une ques-
tion importante consiste a` savoir s’il est vrai que tout flot d’Anosov topologique est
topologiquement e´quivalent a` un flot d’Anosov lisse.
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Une section de Birkhoff fournit des e´le´ments inte´ressants sur la dynamique d’un
flot d’Anosov. Mais cette approche a des limites : un flot d’Anosov donne´ admet
une infinite´ de sections de Birkhoff, aussi, une question naturelle est :
Question : Soient (S, f), (S ′, f ′) deux home´omorphismes pseudo-anosov. A`
quelle condition leurs suspensions sont-ils des flots d’Anosov topologiquement e´qui-
valents modulo chirurgie de Dehn-Fried ?
Une manie`re un peu plus pre´cise d’e´noncer cette question est de demander
s’il existe un algorithme, partant des donne´es (S, f), (S ′, f ′), et produisant comme
re´sultat la re´ponse a` la question.
Une autre question tre`s inte´ressante, formule´e par E. Ghys :
Question : Tout flot d’Anosov topologiquement transitif admet-il une section
de Birkhoff de genre 1 ?
Un bon candidat potentiel pour apporter une re´ponse ne´gative a` cette question
est l’exemple de Bonatti-Langevin (T. Noda ([160]) obtient la description d’une
section de Birkhoff de genre 0 pour l’exemple de Bonatti-Langevin, mais dont l’ap-
plication de premier retour se rele`ve en un diffe´omorphisme hyperbolique du tore
par un reveˆtement branche´).
Remarque 6.9. Les orbites sous le flot - si celui-ci est parame´tre´ correctement
- produit ce qu’on appelle une de´composition en livre ouvert de la varie´te´ : les
pages sont les ite´re´s de l’image par i de l’inte´rieur de S, et i(∂S) est la reliure
de la de´composition. Cette notion joue un roˆle important dans l’e´tude re´cente des
structures de contact - notamment, la construction de structures de contact tendues
([108]). Il semble des plus inte´ressants de confronter ces travaux avec l’e´tude des
flots d’Anosov de contact. Peut-eˆtre est-il envisageable d’en extraire une re´ponse
affirmative a` la question suivante :
Question : Tout flot d’Anosov alignable est-il topologiquement e´quivalent a`
flot d’Anosov de contact ?
6.3. Flots d’Anosov PL
De´finition 6.10. Un flot d’Anosov PL est un flot d’Anosov topologique dont
les deux feuilletages stable et instable sont chacun transversalement affine par mor-
ceaux.
Pour tout re´el positif λ, un flot d’Anosov PLλ tel que les de´rive´es a` gauche
et a` droite des e´le´ments du pseudo-groupes d’holonomie de F s,u sont toutes des
puissances de λ.
Il est clair que tout home´omorphisme pseudo-Anosov d’une surface pre´serve une
structure affine par morceaux : les mesures transverses aux feuilletages singuliers
stables et instables de´finissent un syste`me de coordonne´es ade´quat. On en de´duit
que les flots d’Anosov topologiques associe´s, s’il en existe, sont des flots d’Anosov
PL - et meˆme, PLλ (pour un certain λ ; notons que ce λ n’est pas unique pour un
flot d’Anosov topologique donne´ ([50])).
Nous avons en fait de´ja` affime´ que cette notion est particulie`rement adapte´e a`
la chirurgie de Fried (remarque 2.32). Indiquons, comme travaux relie´s a` ce point
de vue, [101], [122], [50].
Enfin, nous ne re´sistons pas a` l’envie de de´velopper le point de vue suivant,
d’essence lorentzienne, bien que nous ne sachions pas en extraire un re´sultat tan-
gible :
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Soit i : S → M une section de Birkhoff, et i˜ : S˜ → M˜ un de ses releve´s : on peut
de´montrer que l’image S˜ de i˜ est Γ-invariante, et qu’elle rencontre toutes les orbites
de Φ˜t. La restriction de piΦ a` S˜ est alors un reveˆtement ramifie´ Γ-e´quivariant au-
dessus de QΦ, les points de ramifications - qui ont un indice infini de ramification -
forment un ferme´ discret Λ de QΦ. Les mesures transverses aux feuilletages stables
et instables de l’application pseudo-anosov f de premier retour sur la section de
Birkhoff fournit un syste`me de coordonne´es locales sur le compactifie´ naturel de S
(celui obtenu en e´crasant chaque composante de bord en un point) qui en fait une
surface munie d’une structure euclidienne plate avec singularite´s. Apre`s rele`vement
dans M˜ et projection par piΦ, on obtient sur QΦ \ Λ une structure lorentzienne
plate, dont l’holonomie autour de chaque point de Λ est conjugue´e dans Isom(R1,1)




La contante λ apparaissant dans cette matrice est le facteur multiplicatif par
lequel l’application de premier retour f multiplie la mesure transverse de son feuille-
tage stable. En d’autres termes, on obtient sur QΦ une me´trique lorentzienne plate
avec singularite´s Γ-invariante :
Tout flot d’Anosov topologique topologiquement transitif admet une structure
transverse invariante lorentzienne plate avec singularite´s hyperboliques.
6.4. De´coupage de flots d’Anosov
Nous avons vu que les flots d’Anosov sur les varie´te´s graphe´es se preˆtent a` une
e´tude approfondie, et quasiment exhaustive. Par ailleurs, toute 3-varie´te´ orientable
supportant un flot d’Anosov est irre´ductible. Si elle admet un plongement incom-
pressible d’une surface orientable, elle est dite Haken. Or, toute varie´te´ Haken ad-
met une de´composition, unique a` isotopie pre`s, le long de tores incompressibles en
sous-varie´te´s a` bord qui sont soit des fibre´s de Seifert, soit atoro¨ıdaux (tout tore
incompressible est isotope a` une composante torique du bord)(voir [134]). Notons
qu’une varie´te´ qui n’est pas Haken est de´ja` atoroidale, ce qui montre que cette
de´composition est en fait valable pour toute varie´te´ supportant un flot d’Anosov.
D’apre`s le The´ore`me de ge´ome´trisation de Thurston, l’inte´rieur d’un morceau
atoroidal d’une telle de´composition peut eˆtre muni d’une me´trique hyperbolique
comple`te, i.e., est home´omorphe au quotient de l’espace hyperbolique H3 par un
groupe discret d’isome´tries2.
Cela` sugge`re d’entreprendre le de´coupage de tout flot d’Anosov le long de tores
incompressibles. Si on se restreint au cas des flots d’Anosov alignables - ce que
nous allons faire ici pour simplifier le propos - le The´ore`me 4.4 permet d’ope´rer ce
de´coupage - et ce, de manie`re canonique en raison de la proposition 4.5. De plus,
le The´ore`me 4.14 permet d’identifier la restriction du flot d’Anosov aux morceaux
fibre´s. Il ne reste donc qu’a` comprendre les restrictions aux morceaux hyperboliques.
Mais essentiellement rien n’est connu sur ce sujet. S. R. Fenley a bien e´tabli
des re´sultats sur les flots d’Anosov sur les varie´te´s hyperboliques, mais ces re´sultats
sont de nature ne´gative : par exemple, les orbites d’un flot d’Anosov alignable
2Il reste aussi le cas ou` la varie´te´ sans bord initiale elle-meˆme est atoroidale, ou` le The´ore`me
de ge´ome´trisation ne s’applique pas en ge´ne´ral - mais il est de´ja` inte´ressant de poser les questions
a` suivre dans le cas ou` on suppose que la varie´te´ M est hyperbolique.
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sur une varie´te´ hyperbolique ne peuvent eˆtre des (C, K)-quasi-ge´ode´siques, avec
des constantes (C, K)-uniformes - ce fait est du reste un corollaire imme´diat de la
description des flots d’Anosov alignables non-produits : chaque orbite pe´riodique
d’un tel flot est isotope a` une infinite´ d’orbites pe´riodiques, qui sont isole´es les unes
des autres : elles ne peuvent donc eˆtre toutes des (C, K)-quasi ge´ode´siques.
On dispose d’une infinite´ d’exemples de flots d’Anosov alignables sur les varie´te´s
hyperboliques, qui sont meˆme de contact - de fait, la plupart des chirurgies de
Foulon ope´re´es aux voisinages d’orbites pe´riodiques produisent de tels flots - mais
la dynamique de ces flots est difficilement reliable a` la ge´ome´trie hyperbolique
ambiante.
Remarquons aussi que le caracte`re semi-local des chirurgies permet aussi de
construire aise´ment des flots d’Anosov alignables sur des varie´te´s irre´ductibles
mixtes, i.e., dont la de´composition le long de tores incompressibles contient au
moins un morceau fibre´, et au moins un morceau atoroidal.
Il est bien difficile d’imaginer comment il serait possible d’e´noncer une des-
cription canonique des (restrictions de) flots d’Anosov alignables sur des varie´te´s
(comple`tes a` bord) hyperboliques. Une question a` laquelle il semble raisonnable
d’apporter une re´ponse est :
Question : Sur une varie´te´ hyperbolique donne´es, le nombre de classes d’e´qui-
valence topologique de flots d’Anosov produits est-il fini ?
E´nonc¸ons une autre question plus “technique”, qui illustre bien le de´sarroi dans
lequel on peut se trouver face a` ce proble`me :
Question : Soit N un morceau atoroidal dans une varie´te´ M supportant un
flot d’Anosov Φt. On suppose que N est en position optimale, i.e., que les compo-
santes de ∂N sont quasi-transverses a` Φt. Les orbites pe´riodiques de Φt isotopes a`
des lacets contenus dans N sont-elles toutes contenues dans N ?
Deuxie`me partie
(G, X)-Structures
.A` nouveau, un cryptarithme non parfait, admettant plusieurs solutions.
A F F I N E
+ A N O S O V
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Comme re´fe´rence au contenu de cette section, nous aimons indiquer [110].
Soit G un groupe agissant continuˆment sur une varie´te´ X de manie`re analytique,
i.e., de sorte que pour tout e´le´ment g de G non-trivial, l’ensemble des points fixes
de g dans X est d’inte´rieur vide.
De´finition 7.1. Une (G, X)-structure sur une varie´te´ M est la donne´e d’un
atlas (Vi, fi)(i∈I) sur M tel que :
– chaque fi : Vi → X est un home´omorphisme sur son image Ui,
– chaque changement de carte gij = fi ◦ f
−1
j : Uij = Uj ∩ fj(Vj ∩ Vi) → Uji =
Ui ∩ fi(Vi ∩ Vj) est la restriction d’un e´le´ment de G.
Une (G, X)-varie´te´ est une varie´te´ e´quipe´e d’une (G, X)-structure.
Par exemple, pour X = Rn et G = GL(n, R), on obtient la notion de varie´te´
affine (plate) ; pour X = Rn et G = O(n, R), celle de varie´te´ euclidienne, etc. . .
De´finition 7.2. Un (G, X)-morphisme entre deux (G, X)-varie´te´s est une
application dont les expressions dans les cartes de´finissant les (G, X)-structures
sont des restrictions d’e´le´ments de G. Un (G, X)-isomorphisme est un (G, X)-
morphisme qui est un home´omorphisme. Deux (G, X)-structures sur une varie´te´
M sont dites e´gales si l’application identite´ est un (G, X)-isomorphisme. Elles sont
dites e´quivalentes s’il existe un (G, X)-isomorphisme isotope a` l’identite´.
Il est clair que tout (G, X)-morphisme est un home´omorphisme local.
Un exemple e´vident de (G, X)-varie´te´ est la varie´te´ X elle-meˆme, ou` les fi :
Ui → Vi sont les restrictions de l’application identite´. Si N est une (G, X)-varie´te´,
et f : M → N un home´omorphisme local, il existe une (G, X)-structure sur M ,
unique a` (G, X)-isomorphisme pre`s, de sorte que f soit un (G, X)-morphisme : le
cas N = X fournit donc une autre famille d’exemples.
Enfin, si Γ est un groupe de (G, X)-isomorphismes d’une (G, X)-varie´te´ M ,
qui de plus agit librement et proprement sur M , l’espace quotient Γ\M admet une
(G, X)-structure, unique a` e´quivalence pre`s, de sorte que l’application de projection
soit un (G, X)-morphisme.
Ces remarques ajoute´es les unes aux autres aboutissent au fait suivant : si
p : M˜ → M est un reveˆtement universel, de groupe de Galois Γ, D : M˜ → X un
home´omorphisme local, et ρ : Γ → G un morphisme tel que :
∀γ ∈ Γ, D ◦ γ = ρ(γ) ◦ D
il existe alors des (G, X)-structures sur M et M˜ , uniques a` e´quivalence pre`s,
de sorte que p et D soient des (G, X)-morphismes.
Le point est que cette construction fournit tous les exemples possibles :
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Proposition 7.3. Soit M une (G, X)-varie´te´, p : M˜ → M le reveˆtement
universel, et Γ le groupe fondamental de M . Il existe alors un home´omorphisme
local D : M˜ → X - dit application de´veloppante - et une repre´sentation ρ : Γ → G
- dite repre´sentation d’holonomie - de sorte que :
– si M˜ est e´quipe´ d’une (G, X)-structure pour laquelle l’application p est un
(G, X)-morphisme, alors D est un (G, X)-morphisme,
– l’application D est e´quivariante :
∀γ ∈ Γ, D ◦ γ = ρ(γ) ◦ D
Remarquons que pour e´le´ment g de G, les (G, X)-structures de´finies par les
paires (D, ρ) et (g ◦ D, gρg−1) sont e´gales.
La notion de (G, X)-structure s’e´tend a` celle de (G, X)-structure transverse a`
un feuilletage :
De´finition 7.4. Soit (M,F) une varie´te´ feuillete´e. Une (G, X)-structure trans-
verse a` F est la donne´e d’un recouvrement (Vi)(i∈I) de M et d’applications fi : Vi →
X tels que :
– chaque fi est une fibration triviale sur son image Ui dont les fibres sont les
feuilles de la restriction de F a` Vi,
– si Uij de´signe Uj∩fj(Vj∩Vi), il existe un e´le´ment gij de G dont la restriction
a` Uij ve´rifie, la` ou` elle est de´finie, l’e´quation :
fi = gij ◦ fj
Lorsque nous ne voulons pas spe´cifier le feuilletage F , nous parlons de (G, X)-
structure feuillete´e. On de´finit sans peine la notion de (G, X)-morphismes, e´quiva-
lences, etc. . . L’analogue de la proposition 7.3 reste vraie dans ce contexte, sous la
forme suivante :
Proposition 7.5. Soit (M,F) une varie´te´ feuillete´e, p : M˜ → M le reveˆtement
universel, Γ le groupe fondamental de M , et F˜ le releˆvement de F a` M˜ . On
conside`re une (G, X)-structure transverse a` F . Il existe alors une submersion D :
M˜ → X - dite application de´veloppante - et une repre´sentation ρ : Γ → G - dite
repre´sentation d’holonomie - de sorte que :
– si F˜ est e´quipe´ de la (G, X)-structure transverse releve´e (celle pour laquelle
p est un (G, X)-morphisme) alors D est un (G, X)-morphisme,
– les feuilles de F˜ sont les composantes connexes des fibres de D,
– l’application D est e´quivariante : D ◦ γ = ρ(γ) ◦ D
Remarque 7.6. Si G′ est un groupe agissant de manie`re analytique sur une
varie´te´ X ′, ϕ : G′ → G un morphisme, et f : X ′ → X un home´omorphisme local qui
est ϕ-e´quivariant, toute (G′, X ′)-structure induit une (G, X)-structure canonique.
Si de plus ϕ est un reveˆtement galoisien, toute (G, X)-structure induit une (G′, X ′)-
structure canonique. Cette remarque, applique´e dans le cas ou` X ′ est le reveˆtement
universel de X et G′ le groupe des home´omorphismes de X ′ releve´s des e´le´ments
de G, montre qu’on ne perd aucune ge´ne´ralite´ a` supposer que X est simplement
connexe, et, lorsque G est un groupe de Lie, a` le supposer simplement connexe.
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7.2. De´formations de (G, X)-structures
Nous discutons ici un phe´nome`ne bien connu des spe´cialistes, observe´ par Eh-
resmann, souvent attribue´ a` Thurston-Lock.
Dans tout ce qui suit, (M,F) de´signe une varie´te´ feuillete´e muni d’une (G, X)-
structure transverse. On note D : M˜ → X et ρ : Γ → G l’application de´veloppante
et la repre´sentation d’holonomie. La donne´e de ρ produit de´ja` un objet ge´ome´trique
important, construit de la manie`re suivante : sur M˜ × X on conside`re l’action
diagonale de Γ. L’image de (p˜, x) par γ est (γp˜, γx). Comme l’action de Γ sur M˜
est libre et proprement discontinuˆe, il en est de meˆme pour celle sur M˜ × X , on
note Eρ la varie´te´ quotient de cette action. La projection sur le premier facteur
induit une application piρ : Eρ → M . Les fibres {x = Cte} de la projection sur le
deuxie`me facteur se projettent elles en les feuilles d’un feuilletage Fρ, transverse a`
piρ.
De´finition 7.7. Le triplet (Eρ, piρ,Fρ) est le fibre´ plat associe´ a` la repre´senta-
tion ρ.
Ce fibre´ est de fibres home´omorphes a` X , de monodromie ρ.
Si ρ est la repre´sentation d’holonomie d’une (G, X)-structure d’application
de´veloppante D, l’application de M˜ dans M˜ ×X qui a` p˜ associe (p˜,D(p˜)) passe au
quotient en une section s de la fibration piρ. Cette section s est de plus transverse
au feuilletage Fρ. Inversement :
Lemme 7.8. Un morphisme ρ : Γ → X est la repre´sentation d’holonomie d’une
(G, X)-structure transverse a` un feuilletage F de M si et seulement si le fibre´ piρ
admet une section transverse au feuilletage Fρ. Le feuilletage F n’est autre que le
tire´ en arrie`re s∗Fρ.
De plus, si si (i ∈ I) est une famille continue de sections de piρ toutes
transverses a` Fρ, les (G, X)-structures feuillete´es qu’elles de´finissent sont toutes
e´quivalentes entre elles.
Soit Rep(Γ, G) l’espace des repre´sentations de Γ dans G. On suppose ici pour
simplifier la discussion que M est compacte : Γ est alors finiment engendre´ ; on
note γ1, . . ., γk un syste`me ge´ne´rateur de Γ. On suppose aussi de´sormais que G
est un groupe topologique - supposons meˆme que ce soit un groupe de Lie. Alors,
Rep(Γ, G) s’identifie a` un sous-varie´te´ alge´brique de Gk (le plongement consiste a`
envoyer ρ sur le k-uplet des images par ρ des k ge´ne´rateurs) : on l’e´quipe de la
topologie induite. Le point est que si s est une section pour un fibre´ plat Eρ, pour
tout ρ′ de Rep(Γ, G) suffisament proche de ρ, il existe un isomorphisme de fibre´
entre Eρ et Eρ′ qui envoie le feuilletage Fρ′ sur un feuilletage proche de Fρ, et donc
transverse a` s. Graˆce a` la discussion pre´ce´dente, on obtient donc :
Lemme 7.9. Les repre´sentations d’holonomie forment un ouvert de Rep(Γ, G).
Nous n’allons pas discuter de topologie sur l’espace des (G, X)-structures feuille-
te´es a` e´quivalence pre`s, indiquons simplement qu’elle peut-eˆtre munie d’une struc-
ture de varie´te´ alge´brique de sorte que sur un ouvert Zariski elle soit modele´e sur
la varie´te´ alge´brique Rep(Γ, G)//G, i.e., le quotient alge´brique de l’action de G sur




La notion de repre´sentation Anosov a e´te´ de´gage´e et syste´matise´e par F. Labou-
rie ([142]). Comme nous le verrons, elle s’ave`re des plus pertinentes pour e´tudier
certaines (G, X)-structures. Elle introduit dans le contexte ge´ome´trique les remar-
quables proprie´te´s des syste`mes Anosov, dont, au premier chef, leur stabilite´ struc-
turelle.
Soit Φt un flot d’Anosov sur une varie´te´ ferme´e M , on utilise les notations
M˜ , Γ, etc. . . , en cours dans la partie pre´ce´dente. Nous conside´rons e´galement un
groupe de Lie G agissant sur une varie´te´ Y . Pour toute repre´sentation ρ : Γ → G,
le flot Φt se rele`ve de manie`re unique en un flot ‘horizontal’ Φ̂t sur le fibre´ plat Eρ :
ce flot est le passage au quotient du flot sur M˜ × Y dont le temps t envoie (p˜, y)
sur (Φ˜t(p˜), y).
On suppose que le fibre´ tangent TY se de´compose en la somme de deux fibre´s
G-invariants TY = E+ ⊕E−, et que ces deux fibre´s sont inte´grables, i.e., tangents
a` des feuilletages G± de Y . Ces feuilletages induisent sur Eρ deux feuilletages Ĝ
±
qui sont Φ̂t-invariants, dont les feuilles sont sature´es par le feuilletage horizontal
Fρ. De plus, les fibre´s E
± induisant des sous-fibre´s Ê± de TEρ, tangents aux fibres
de piρ. Ces fibre´s sont chacun pre´serve´s par la diffe´rentielle de Φ̂
t. De plus, ils sont
chacun inte´grable, de´finissant des feuilletages F̂±.
De´finition 7.10. Une structure (G, Y )-Anosov sur (M, Φt) est la donne´e d’une
repre´sentation ρ et d’une section continue s de piρ, telle que l’image S de s soit un
ferme´ Φ̂t-invariant, qui soit en outre un ferme´ hyperbolique de Φ̂t au sens suivant :
la diffe´rentielle de Φ̂t en chaque point de S contracte exponentiellement dans le futur
les vecteurs tangents a` Ê+, et dilate exponentiellement dans le futur les vecteurs
tangents a` Ê−.
La repre´sentation ρ est alors dite (G, Y )-Anosov.
La section s intervenant dans cette de´finition n’est que continue, dans les
exemples que nous verrons, elle est souvent tout au plus Ho¨lder continue. La pro-
prie´te´ de stabilite´ structurelle des flots d’Anosov implique que les repre´sentations
(G, Y )-Anosov forment un ouvert de Rep(Γ, G) (voir proposition 2.1 de [142]).
En ge´ne´ral, une structure (G, Y )-Anosov ne de´finit absolument pas une (G, Y )-
structure tranverse a` Φt : la section s n’est pas en ge´ne´ral transverse au feuilletage
horizontal Fρ, et il faut conside´rer que les fibres Y sont de dimension beaucoup
plus grande que M .
La section s d’une structure (G, Y )-Anosov se rele`ve en une application continue
f : M˜ → Y telle que :
– f est e´quivariante : f ◦ γ = ρ(γ) ◦ f ,
– f est invariante par le flot releve´ : f ◦ Φ˜t = f .
Elle induit donc une application continue f¯ : QΦ → Y qui est Γ-e´quivariante.
Par ailleurs, soient p, p′ deux points de M sur une meˆme feuille locale stable
forte, i.e, tels que les ite´re´s Φt(p) et Φt(p′) soient a` distance infe´rieure a`  pour
tous les temps positifs. La proprie´te´ de dilatation exponentielle le long des feuilles
de F̂− implique que s(p) et s(p′) doivent appartenir a` meˆme feuille de Ĝ+. Ceci
implique que deux points de M˜ appartenant a` une meˆme feuille de F˜s sont en-
voye´s par f dans une meˆme feuille de G+. On note X± les espaces de feuilles des
feuilletages G± : l’application f induit une application continue f s : Ls → X+
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qui est Γ-e´quivariante. De manie`re similaire, on obtient une application continue
Γ-e´quivariante fu : Lu → X−. Dans les exemples que nous allons conside´rer, les
espace de feuilles X± seront des espaces topologiques traditionnels- a` vrai dire,
des espaces ge´ome´triques de fre´quentation recommandable. Le flot Φt sera un flot
ge´ode´sique d’une surface ferme´e : les espaces de feuilles Ls,u sont alors des copies de
la droite R˜P 1. Ceci rendra fertile en retombe´es la simple existence des applications
fs,u. . .
Dans [142], §3.1, F. Labourie fournit une recette ge´ne´rale permettant de cons-
truire de nombreuses structures (G, Y )-Anosov au dessus de flots ge´ode´siques, ou
plutoˆt, de leurs reveˆtements doubles : soit H le groupe SL(2, R), et notons H˜ le
reveˆtement universel de H . Soit Γ¯ un re´seau cocompact de H , et Γ sa pre´image
par la projection p : H˜ → H . On note A = {at} le sous-groupe a` un parame`tre des
















L’action a` droite de at sur M = Γ¯\H est un flot d’Anosov Φt qui est un
reveˆtement double du flot ge´ode´sique d’une surface (cf. § 2.2.2).
Soit ρ0 un morphisme non-trivial de H dans un groupe de Lie semi-simple
G. Par simplicite´ de H , le noyau de ρ0 est un sous-groupe fini de H . Soit Z la
composante neutre du centralisateur dans G de ρ0(A). La varie´te´ Y a` conside´rer
est le quotient G/Z ; on notera pZ la projection canonique de G sur Y . L’action
adjointe de A sur l’alge`bre de Lie G de G se diagonalise : on note P+ la somme
des directions propres de ad(at) associe´es aux valeurs propres positives ou nulles,
et P− la somme des directions propres associe´es aux valeurs propres ne´gatives ou
nulles. Ce sont deux sous-alge`bres de Lie, dont la somme est G tout entier, et dont
l’intersection est l’alge`bre de Lie de Z. On note P± les sous-groupes (paraboliques)
d’alge`bres de Lie P±. On note X± les espaces quotients G/P± . On a alors une
projection canonique de Y = G/Z dans X
+ × X−, qui est injective (mais non
surjective en ge´ne´ral). Ce plongement met en e´vidence deux feuilletages transverses
G± sur Y , dont les espaces de feuilles sont X±. Les directions tangentes a` ces
feuilletages sont des sous-fibre´s E±.
Remarquons que tous les espaces ainsi de´finis sont homoge`nes sous l’action a`
gauche de G, et que les diverses applications de´finies entre eux sont e´quivariantes
pour ces actions de G.
Proposition 7.11 ([142], proposition 3.1). La restriction de ρ0 a` Γ¯ com-
pose´e a` la projection de Γ sur Γ¯, et la section s : M → Eρ0 quotient de h 7→
(ρ0(h), pZ(ρ0(h)) de´finit une structure (G, Y )-Anosov sur (M = Γ¯\H, Φ
t).
Remarque 7.12. Dans ces exemples, la repre´sentation Anosov ρ0 : Γ → G
transite a` travers un morphisme de Γ¯ dans G, son noyau contient donc un sous-
groupe d’indice au plus 2 du centre de Γ ; notons par δ un ge´ne´rateur du noyau de la
restriction de ρ0 au centre de Γ. Ceci implique que les applications f
s,u transitent a`
travers des applications f¯s,u : L
s,u
→ P±, ou` L
s,u
est le cercle topologique quotient
de Ls,u par l’action de δ. Notons que ce cercle topologique est un reveˆtement double
de la droite projective RP 1, et que l’action de Γ¯ sur ce cercle est le releve´ de son
action projective usuelle en tant que sous groupe de H .
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Remarque 7.13. Les images par f s,u d’un point fixe attractif (resp. re´pulsif)
d’un e´le´ment γ de Γ est un point fixe attractif (resp. re´pulsif) de ρ(Γ) dans X±
(voir proposition 3.2 de [142]). Il arrive souvent que la repre´sentation Anosov soit
proximale, au sens ou` l’action sur chaque X± de chaque ρ(γ) admet au plus un point
fixe. Dans ce cas, les images de f s et de fu se confondent et sont e´gales a` l’adhe´rence
de l’union des points fixes attractifs d’e´le´ments de ρ(Γ) (voir proposition 9.5).
7.4. Exemples
La ge´ome´trie, et l’alge`bre produisent multitude de (G, X)-varie´te´s naturelles.
Mais savoir si une varie´te´ ferme´e donne´e admet une (G, X)-structure, et classi-
fier les (G, X)-structures sur cette varie´te´ sont des questions extreˆmement diffi-
ciles qui restent sans re´ponse sauf dans quelques cas particuliers. Se pose d’abord
une question de nature alge´brique : trouver les repre´sentations du groupe fonda-
mental Γ dans le groupe G. Il faut ensuite reconnaitre parmi ces repre´sentations
celles qui sont groupes d’holonomies de (G, X)-structures. Enfin, il existe souvent
plusieurs (G, X)-structures sur une meˆme varie´te´ non-isomorphes entre elles mais
admettant la meˆme repre´sentation d’holonomie. Il convient de prendre conscience
que l’application de´veloppante est souvent “sauvage” : il serait errone´ de penser
que toute (G, X)-structure est comple`te, i.e., que l’application de´veloppante est
un home´omorphisme entre M˜ et X . Il serait tout aussi inge´nu de s’imaginer que
l’application de´veloppante est toujours un home´omorphisme sur son image, ou` un
reveˆtement sur son image.
Comme comple´ment de cette section plutoˆt introductive, indiquons [36], [55],
[110], [184]. Dans tout ce qui suit, nous supposons que les (G, X)-varie´te´s conside´-
re´es sont ferme´es.
7.4.1. Varie´te´s riemanniennes localement homoge`nes. Il s’agit du cas
ou` le groupe G pre´serve une me´trique riemannienne sur X . Nous supposons ici que
cette action est transitive pour simplifier l’exposition, mais ceci n’est pas ne´cessaire
pour l’essentiel que nous allons dire ici, tout au plus est-il fortement recommande´ de
supposer que la me´trique riemannienne sur X est (ge´ode´siquement) comple`te : tel
sera donc le cas ici. Beaucoup de ce que nous allons dire reste du reste valable si la
me´trique G-invariante sur X n’est pas riemannienne ; a` vrai dire, le point essentiel
est que l’action de G sur X soit propre.
La me´trique sur X donne lieu a` une me´trique sur M˜ et M , de sorte que D et
p soient des isome´tries (locales). La compacite´ de M assure sa comple´tude, ainsi
que celle de son reveˆtement universel. On en de´duit aise´ment que l’application
de´veloppante est un reveˆtement sur X ; puisque ce dernier peut-eˆtre suppose´ simple-
ment connexe (voir remarque 7.6), toute (G, X)-varie´te´ est isomorphe au quotient
de X par un sous-groupe discret sans torsion de G (l’hypothe`se “discret” implique
que l’action de ρ(Γ) est proprement discontinue, l’hypothe`se “sans torsion” assure
elle que cette action est libre).
Tout cela` facilite grandement la compre´hension des (G, X)-structures rieman-
niennes, mais leur classification reste un proble`me fort respectable. Lorsque X est
la sphe`re ronde Sn, la classification se ‘re´duit’ a` celle des sous-groupes finis de
O(n, R) : proble`me de´licat, mais qui sort du cadre “a` reveˆtements finis pre`s” que
nous nous sommes fixe´.
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Le cas ou` X est l’espace euclidien Rn muni de sa me´trique plate canonique est
entie`rement re´solu par le The´ore`me de Bieberbach :
The´ore`me : Toute varie´te´ riemannienne compacte localement euclidienne est
isome´trique a` un quotient fini d’un tore plat Rn/H, ou` H ≈ Zn est un re´seau
cocompact du groupe de Lie abe´lien libre Rn.
Enfin, le cas ou` X est l’espace hyperbolique Hn correspond pre´cise´ment a` l’e´tude
des re´seaux cocompacts de SO0(1, n− 1). . .
7.4.2. Varie´te´s affines. Un des principaux pionniers des questions de ce type,
J.P. Benze´cri, a de´montre´ que le tore est la seule surface ferme´e orientable pouvant
admettre une structure affine - i.e., une (Aff(2, R), R2)-structure (voir [40]). C’est
d’ailleurs en prenant connaissance de ce re´sultat que J. Milnor eut l’ide´e de ce qu’on
appelle aujourd’hui l’ine´galite´ de Milnor-Wood (voir [149, 150, 197]). Ce n’est
que bien plus tard que les structures affines sur le tore furent syste´matiquement
classifie´es par T. Nagano et K. Yagi ([157] ; nous sugge´rons aussi le texte (en
franc¸ais) bien plus agre´able et accessible [36]).
En dimensions supe´rieures, une telle classification devient tre`s vite plus ardue.
Indiquons tout de suite que les (Aff(3, R), R3) ne sont pas classifie´es. Il y a cependant
quelques pistes pour re´pondre a` des questions partielles :
– Holonomie nilpotente : si on suppose que le groupe d’holonomie ρ(Γ) est nil-
potent, il pre´serve plusieurs objets ge´ome´triques sur X = Rn (directions, drapeaux,
. . . ) qui se rapatrient sur la varie´te´ ferme´e M , fournissant ainsi de puissants le-
viers pour l’e´tude des structures affines sur M . Indiquons [90], [180], [34] (ainsi
que [36]). Ce type d’ide´es permettent de traiter le cas ou` le groupe d’holonomie est
re´soluble, ce qui est assure´ par exemple lorsque le groupe fondamental Γ est de´ja`
re´soluble (voir par exemple [73]). Signalons aussi bien suˆr la fameuse :
Conjecture de Auslander : Toute varie´te´ affine comple`te ferme´e est de
groupe fondamental polycyclique (en particulier, re´soluble).
– Varie´te´s unimodulaires : Au lieu de restreindre la forme du groupe Γ ou ρ(Γ)
- ce qui est du reste assez radical et exclut bon nombre d’exemples inte´ressants - on
peut e´tudier le cas ou` G est un sous-groupe de Aff(n, R). Nous verrons bientoˆt par
exemple le cas des varie´te´s affines radiales, i.e., le cas (G, X) = (GL(n, R), Rn).
Un cas remarquable est le cas des varie´te´s lorentziennes plates (i.e. (G, X) =
(Isom(R1,n−1), R1,n−1)) que nous discuterons aussi plus loin. La cas sans doute le
plus intriguant est celui des varie´te´s affines unimodulaires, i.e., le cas ou` le groupe
G est le groupe des transfomations affines de X = Rn de de´terminant 1. Il y a alors
une conjecture fameuse dans ce contexte :
Conjecture de Markus : Une varie´te´ affine ferme´e est comple`te si et seule-
ment si elle est unimodulaire.
7.4.3. Varie´te´s conforme´ment plates. Une varie´te´ conforme´ment plate est
une varie´te´ munie d’une me´trique riemannienne g telle que tout point admet un
voisinage sur lequel la me´trique g s’e´crit sous la forme g = exp(σ)g0 ou` g0 est une
me´trique riemanienne plate (a` courbure nulle). En dimension 21, le The´ore`me des co-
ordonne´es isothermes de Gauss assure que toute me´trique riemanienne sur une sur-
face est conforme´ment plate. Dans ce cas, la donne´e d’une structure conforme´ment
plate est e´quivalente a` celle d’une structure de surface de Riemann - i.e., d’un atlas
a` valeurs dans C, de changements de cartes holomorphes. Il ne s’agit pas d’une
1Nous ne´gligeons le cas de la dimension 1, et encore plus le cas de la dimension 0. . .
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(G, X)-structure, car rien ne garantit que les divers changements de cartes de´finis
sur des ouverts de C s’e´tendent sur un ouvert commun X , ces extensions engendrant
un groupe G.
Par contre, en dimensions supe´rieures, le The´ore`me de Liouville assure que toute
application entre des ouverts de l’espace euclidien Rn pre´servant la classe conforme
de la me´trique plate est la restriction d’une homographie : elle s’e´tend en une
transformation de Mo¨bius de la sphe`re conforme. La notion de varie´te´ conforme´ment
plate se confond donc a` partir de la dimension 3 avec celle de (G, X)-varie´te´ avec
X = Sn, G e´tant le groupe des transformations de Mo¨bius de la sphe`re.
Plutoˆt que de de´velopper ici cette notion en toute dimension, concentrons-nous
sur le cas de la dimension 2 : dans ce cas, X est la sphe`re conforme CP 1, et
G = PSL(2, C). Une (G, X)-structure est alors aussi appele´e structure projective
complexe. Toute surface (orientable) Σ admet une telle (G, X)-structure. A` vrai
dire, la donne´e d’une structure projective complexe sur une surface a` e´quivalence
pre`s e´quivaut a` celle d’une diffe´rentielle quadratique holomorphe sur une surface de
Riemann home´omorphe a` Σ (voir par exemple §3.1 de [104]). Cette remarque assez
e´le´mentaire permet d’obtenir d’inte´ressant re´sultats - comme par exemple le fait
que l’espace des de´formations de structures projectives complexes est de dimension
re´elle 12g − 12 (lorsque Σ est de genre g ≥ 2). Mais elle reste insatisfaisante par
le fait qu’elle ne de´crit que tre`s peu la ge´ome´trie en jeu : quelle est l’application
de´veloppante? Le groupe d’holonomie ?
Sur la sphe`re S2, il n’y a qu’une structure projective complexe a` e´quivalence pre`s
(car le groupe Γ est alors trivial, et l’application de´veloppante est un home´omorphis-
me, comme tout home´omorphisme local de la sphe`re dans elle-meˆme). Sur le tore
T2, toute structure projective complexe est soit comple`te (i.e., quotient de C par
un re´seau cocompact du groupe de Lie re´el C ≈ R2), soit s’obtient de la manie`re
suivante : le tore e´tant identifie´ du point de vue topologique au quotient de R2 par
le re´seau cocompact Z2, on prend comme application de´veloppante la composition
d’une identification R-line´aire F entre R2 et C avec l’application exponentielle exp :
C → C∗ ⊂ CP 1 : le groupe d’holonomie est alors exp(Λ), ou` Λ est le re´seau
cocompact de C image de Z2 par F .
Le cas le plus inte´ressant est celui ou` le genre g de Σ est plus grand que 2.
L’exemple canonique de structure projective complexe sur Σ est celui des struc-
tures projectives fuchsiennes, c’est-a`-dire, celles provenant du quotient par groupe
Fuchsien (sous-groupe discret cocompact de PSL(2, R)) de l’espace hyperbolique
H2 identifie´ a` l’he´misphe`re {Im(z) > 0} de CP 1 ≈ C ∪ {∞}. Pour ces struc-
tures projectives complexes, l’application de´veloppante est un home´omorphisme
sur son image (l’he´misphe`re), et la repre´sentation d’holonomie, que nous notons
ρ0, est la composition de l’inclusion de Γ dans H¯ = PSL(2, R) suivie de celle
de H¯ dans G = PSL(2, C). Or, d’apre`s la proposition 7.11, cette repre´sentation
est (G, Y )-Anosov, ou` Y est l’espace homoge`ne G/Z , ou` Z est le centralisateur du
groupe des matrices diagonales de PSL(2, R) ⊂ PSL(2, C), c’est-a`-dire le groupe des
matrices diagonales de PSL(2, C). Cet espace homoge`ne Y s’identifie de manie`re
G-e´quivariante avec l’espace des paires de points distincts de X = CP 1 muni de
l’action diagonale de G. Dans cet exemple de repre´sentation Anosov, les espaces dra-
peaux X± sont chacun G-isomorphe a` l’espace projectif X , les projections X → X±
e´tant tout simplement les projections sur le premier et second facteur.
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Maintenant, on observe que toute repre´sentation ρ proche de ρ0 est d’une part
la repre´sentation d’holonomie d’une structure projective complexe (lemme 7.9), et
que d’autre part, elle reste (G, Y )-Anosov. L’existence des applications f¯s,u (re-
marque 7.12) montre alors l’existence d’une application continue f : RP 1 → CP 1
qui est Γ-e´quivariante, l’action sur RP 1 e´tant celle en tant que sous-groupe de
H¯, et celle sur CP 1 e´tant celle de´finie par ρ. De telles sous-groupes discrets de G
pre´servant une courbe ferme´e simple de CP 1 sont dits quasi-fuchsiens. Il est du
reste possible de montrer que les repre´sentations (G, Y )-Anosov sont pre´cise´ment
les repre´sentations quasi-fuchsiennes. Nous avons voulu ici illustrer comment la no-
tion de repre´sentation Anosov permet de montrer assez rapidement l’existence des
repre´sentations quasi-fuchsiennes, sans l’emploi du The´ore`me d’Ahlfors-Bers (ob-
servons au passage que la preuve dans [183] utilise dans son essence la notion de
flot d’Anosov elle-aussi).
Toujours est-il que la courbe ferme´e simple ρ(Γ)-invariante de´limite dans CP 1
deux ouverts simplement connexes U± qui sont ρ(Γ)-invariants. Pour peu qu’on
soit familier avec la notion d’ensemble limite pour un groupe Kleinien, on de´duit
de la remarque 7.13 que l’ensemble limite de ρ(Γ) est pre´cise´ment la courbe ferme´e
ρ(Γ)-invariante, et que l’union des ouverts U± est le domaine de discontinuite´ de
ρ(Γ).
De la`, on obtient que les quotients ρ(Γ)\U± sont bien des surfaces projectives
complexes, et que les structures projectives complexes proches des structures pro-
jectives fuchsiennes sont de cette forme, dite quasi-fuchsienne.
Mais il est comple`tement faux que toute structure projective complexe soit
quasi-fuchsienne, ceci n’est vrai qu’au voisinage des fuchsiennes. En ge´ne´ral, l’appli-
cation de´veloppante n’est pas injective, ni un reveˆtement sur son image, et le groupe
d’holonomie peut eˆtre non-discret, voire meˆme dense dans G : en fait, pour qu’une
repre´sentation ρ soit la repre´sentation d’holonomie d’une structure projective com-
plexe, il faut et il suffit qu’elle puisse se releve en une repre´sentation a` valeurs dans
SL(2, C) (la ne´cessite´ de´coule de la remarque 7.6), et qu’elle soit irre´ductible (voir
[96]). Notons aussi que l’holonomie ne caracte´rise pas la structure projective com-
plexe : une telle structure peut fort bien admettre une holonomie fuchsienne sans
eˆtre elle-meˆme fuchsienne.
Malgre´ toutes ces pathologies, on peut se forger une image assez satisfaisante
des structures projectives complexes sur les surfaces par la notion de plissage : elles
s’obtiennent toutes par plissages le long de laminations ge´ode´siques mesure´es de
structures projectives fuchsiennes (voir par exemple [174], [139]).
7.4.4. Varie´te´s projectives re´elles. Nous allons discuter ici le cas (G, X) =
(PGL(n, R), RP n), i.e., le cas des varie´te´s projectives re´elles. Restreignons-nous
tout de suite au cas n = 2. Au vu de la remarque 7.6, une telle structure e´quivaut
a` une (G, X)-structure, avec X e´tant le reveˆtement double de RP 2, i.e., la sphe`re
S2 des rayons de R3, et G e´tant le groupe SL(3, R) (c’est le fait que 3 soit impair
qui assure que PGL(3, R) et SL(3, R) sont isomorphes).
Re´glons tout de suite de manie`re sommaire le cas de la sphe`re : elle n’admet
qu’une seule structure projective re´elle a` e´quivalence pre`s.
La description des surfaces projectives re´elles utilise comme pie`ces essentielles
certaines structures projectives sur l’anneau ferme´, construites de la manie`re sui-








Ce type d’e´le´ment admet un point fixe attractif de coordonne´es projectives
x1 = [1; 0; 0], un point fixe re´pulsif x3 = [0; 0; 1], et un point fixe de type selle x0 =
[0; 1; 0]. Notons d12, d13 et d23 les droites projectives passant par deux de ces points,
dij e´tant celle qui contient xi et xj . Le comple´mentaire dans RP
2 de l’union de ces
trois droites admet quatre composantes connexes, que nous appelons gα,β-triangles.
Soit U un de ces gα,β-triangle. Pour chaque paire d’indices i, j, l’intersection entre
la droite dij et l’adhe´rence de U est un segment d’extre´mite´s xi, xj : notons aij ce
segment prive´ de ces deux extre´mite´s, on l’appelle areˆte de U . On adjoint alors au
triangle U l’areˆte a13 et, au choix, l’areˆte a12 ou a23. Le quotient de cette union
par gα,β est alors un anneau ferme´, canoniquement muni d’une structure projective
re´elle, d’holonomie engendre´e par gα,β, que nous appelons anneau gα,β-e´le´mentaire.
On remarque que ces anneaux peuvent eˆtre aise´ment recolle´s en chaˆınes, for-
mant des colliers d’anneaux e´le´mentaires. On peut du reste aise´ment montrer que
toute structure projective de l’anneau ferme´ d’holonomie engendre´e par gα,β s’ob-
tient par ce proce´de´. On peut aussi manifestement recoller projectivement les deux
cercles de bord d’un tel collier forme´ d’un nombre pair d’anneaux e´le´mentaires a`
l’aide d’une transformation projective commutant avec gα,β (i.e., diagonale), ob-
tenant ainsi un tore muni d’une structure projective re´elle. Du reste, Goldman a
montre´ que toute structure projective sur le tore, qui ne provient pas d’une structure
affine (voir remarque 7.6) sur le tore - et donc de´crite par Nagano-Yagi -, s’obtient
par un proce´de´ de ce type (mais en partant e´ventuellement d’une transformation
projective non conjugue´e a` gα,β, mais toujours proximale, et pre´servant une droite
projective contenant le point fixe attractif)(pour plus de de´tails, voir [36]).
Pour les surfaces de plus grand genre, l’exemple canonique est fourni par
les structures projectives convexes : ce sont celles pour lesquelles l’application
de´veloppante est un home´omorphisme sur son image, l’image e´tant un ouvert stric-
tement convexe Ω de RP 2. La surface projective re´elle est alors le quotient de Ω par
le groupe d’holonomie ρ(Γ). On remarque que ce quotient est licite de`s que ρ(Γ) est
un sous-groupe discret sans torsion de SL(3, R) : en effet, tout ouvert strictement
convexe Ω admet une me´trique (finsle´rienne) comple`te invariante par le groupe des
transformations projectives qui le pre´servent : la me´trique de Hilbert. Ainsi, l’action
de ρ(Γ) sur Ω est proprement discontinue.
L’exemple standart de structure projective convexe est celui des structures co-
niques, i.e., le cas ou` Ω est l’inte´rieur d’une ellipse : a` conjugaison pre`s, Ω est la
projection radiale du coˆne Ω0 des e´le´ments de norme ne´gative pour la forme qua-
dratique x2 + y2 − z2. C’est le mode`le de Klein de l’espace hyperbolique, et le
sous-groupe de PGL(3, R) ≈ SL(3,R) qui pre´serve Ω0 s’identifie canoniquement a`
SO0(1, 2) ≈ PSL(2, R). Ainsi, pour tout groupe fuchsien cocompact Γ, le quotient
Γ\Ω0 est canoniquement muni d’une structure projective re´elle. Les structures pro-
jectives coniques sont pre´cise´ment celles obtenues par ce proce´de´.
Il s’ave`re que toute structure projective re´elle proche d’une structure projective
conique est convexe (voir remarque 7.16). De plus, les structures projectives re´elles
convexes forment un vaste domaine : S. Choi et W. Goldman ont montre´ que les
repre´sentations de Γ dans SL(3, R) qui pre´servent un ouvert strictement convexe
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forment une composante connexe entie`re de Rep(Γ, SL(3,R) - celle dite de Hitchin
(voir [66] ; signalons aussi que Rep(Γ, SL(3,R) a exactement trois composantes
connexes : celle de Hitchin, celle contenant la repre´sentation triviale, et enfin celle
qui consiste en les repre´sentations qui ne peuvent se relever dans le reveˆtement
double de SL(3, R) : cette dernie`re ne peut donc pas contenir la repre´sentation
d’holonomie d’une structure projective re´elle). Les structures projectives convexes
forment donc elles aussi une composante connexe entie`re de l’espace des structures
projectives re´elles.
Les ge´ode´siques de la me´trique de Hilbert sur Ω sont exactement les intersec-
tions entre Ω et les droites projectives. Tout e´le´ment de ρ(Γ) est diagonalisable : il
est conjugue´ a` un des gα,β de´finis pre´ce´demment. En particulier, il admet un point
fixe attractif, et un point fixe re´pulsif, qui sont tous les deux dans ∂Ω (le point fixe
de type selle est lui en dehors de Ω). Le segment de droite dans Ω reliant ces deux
points fixes se projette dans la surface en une ge´ode´sique ferme´e simple. On peut
couper alors la surface le long de telles ge´ode´siques ferme´es simples : on obtient des
surfaces projectives re´elles a` bord ge´ode´sique. Aussi, apre`s de´coupage, au lieu de
se´parer les morceaux, on peut inse´rer un nombre pair d’anneaux gα,β-e´le´mentaires.
Dans sa the`se ([61]), S. Choi a re´pondu a` une question de Goldman et Thurston
([184]) en montrant que ce proce´de´ permet d’obtenir toutes les structures projec-
tives re´elles (travail publie´ dans [63, 64, 65], voir aussi le survey plus accessible
[67]) :
The´ore`me 7.14. Pour toute surface projective re´elle de genre plus grand que
1, il existe une collection de ge´ode´siques ferme´es simples C1, C2, . . .Ck, unique, telle
que que chaque composante connexe du comple´mentaire dans la surface soit :
– un anneau e´le´mentaire, ou
– l’inte´rieur d’une surface projective convexe a` bord ge´ode´sique.
Remarque 7.15. Les premiers travaux sur les surfaces projectives re´elles conve-
xes sont duˆs a` Kuiper, Benze´cri ([138, 40]). Le premier exemple d’une telle struc-
ture pour lequel le convexe Ω est de bord non-lisse est celui de Kac-Vinberg ([135]).
Remarque 7.16. La preuve du fait que parmi les structures projectives re´elles,
celles qui sont (strictement) convexes forment un ouvert se fait en deux e´tapes :
d’abord montrer que les repre´sentations (fide`les) de groupes de surfaces pre´servant
un ouvert strictement convexes forment un ouvert de Rep(Γ, SL(3, R)), puis en
de´duire l’affirmation sur les structures projectives elle-meˆmes.
La deuxie`me e´tape est assez simple : puisque ρ pre´serve un ouvert stricte-
ment convexe, qu’il est injectif, et qu’il pre´serve la me´trique de Hilbert, le quotient
ρ(Γ)\Ω(ρ) est une surface projective re´elle convexe sur la surface, de repre´sentation
d’holonomie ρ. Ceci fournit une section continue de l’application qui a` une struc-
ture projective re´elle (a` e´quivalence pre`s) associe sa repre´sentation d’holonomie. Or
cette application est un home´omorphisme local : notre affirmation en de´coule.
La premie`re e´tape est la ve´ritable difficulte´. Sa preuve historique est celle de J.L.
Koszul ([137]), exprime´e dans le langage des coˆnes convexes invariants divisibles
(voir [24] pour un petit commentaire sur cet aspect).
Mais nous tenons a` signaler brie`vement que ce re´sultat peut aussi s’obtenir
a` travers la notion de repre´sentations Anosov : les repre´sentations injectives d’un
re´seau Γ de H = SL(2, R) qui pre´servent un ouvert strictement convexes de RP 2
sont (G, Y )-Anosov, ou` Y est l’espace des triplets de points non-aligne´s de S2. Ceci
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de´coule de la proposition 7.11 pour celles qui sont sont coniques, i.e., d’images
contenues dans (un conjugue´ de) SO0(1, 2) ⊂ SL(3, R). Pour le cas ge´ne´ral, cette
affirmation s’obtient graˆce au caracte`re Anosov du flot ge´ode´sique de la me´trique de
Hilbert ; de manie`re un peu moins expe´ditive, on peut la de´duire aise´ment du Theo-
rem 4.2 de [142] : dans la terminologie de cet article, les repre´sentations conside´re´es
ici sont fuchsiennes. Pour montrer la stabilite´ des repre´sentations pre´servant des
ouverts strictement convexes, on peut exploiter le travail [142] en observant que
les repre´sentations (G, Y )-Anosov pour lesquelles la courbe limite est une courbe
de Fre´net forment manifestement un ouvert2.
Remarque 7.17. Les repre´sentations ci-dessus ne sont pas les seules repre´senta-
tions (G, Y )-Anosov : nous en verrons d’autres au chapitre 9 ; les courbes limites
de ces repre´sentations ne seront pas des courbes de Fre´net.
7.4.5. Varie´te´s drapeaux. Il s’agit des (G, X)-varie´te´s ferme´es, ou` X est
l’espace des drapeaux du plan projectif, i.e., le projectifie´ du fibre´ tangent du plan
projectif, et G le groupe SL(3, R), agissant sur X selon la diffe´rentielle de son
action sur le plan projectif. On peut aussi de´finir l’espace des drapeaux comme
e´tant l’ensemble des couples (x, d) ou` x est un point du plan projectif, et d une
droite projective de RP 2 contenant x. Le groupe G est lui SL(3, R), qui agit bien
suˆr naturellement sur X . Du reste, X est l’espace homoge`ne quotient a` droite de
G par le sous-groupe des matrices triangulaires supe´rieures.
Il y a du reste une autre description de X , plus adapte´e a` certaines manipula-
tions : notons V l’espace vectoriel R3, V ∗ son dual (l’espace des formes line´aires de
V ), et P (V ), P (V ∗) les espaces projectifs associe´s. L’action de G sur V induit une
action adjointe sur V ∗, qui peut s’exprimer de la manie`re suivante : l’identification
de V a` R3 e´quipe l’espace vectoriel V d’une base canonique (e1, e2, e3), et l’espace




3). Si l’action de g ∈ G sur
V est de´crite par une matrice A, son action sur V ∗ e´quipe´ de la base canonique
duale s’exprime par l’inverse de la transpose´e de A, que nous notons A∗. Ici, nous
identifierons G = SL(V ) a` SL(3, R), ainsi, un e´le´ment g de G est pense´ comme
une matrice 3× 3, et nous de´signerons son action sur un e´le´ment [α] de P (V ∗) par
g∗[α] = [g∗α].
On peut alors identifier X avec le sous-ensemble ferme´ X de P (V ) × P (V ∗)
forme´ des paires ([x], [α]) telles que α(x) = 0. Cette identification est de plus G-
e´quivariante, lorsque l’action de G sur X conside´re´e est g.([x], [α]) = ([gx], [g∗α]).
Si nous avons introduit ici la notion de varie´te´ drapeau - i.e., de (G,X )-varie´te´,
c’est surtout pour les besoins de § 7.4.6.5. En guise d’exemples, contentons nous
d’observer ici que le projectifie´ du fibre´ tangent a` une surface projective re´elle admet
canoniquement une structure de varie´te´ drapeau. Observons aussi qu’a` toute varie´te´
drapeau correspond une autre varie´te´ drapeau, dite duale, qui lui est diffe´omorphe,
mais n’est pas (G,X )-isomorphe : c’est celle obtenue en composant l’application
de´veloppante avec l’application “flip” de X , qui envoie ([x], [α]) sur ([x′], [α′]), ou`
x′ (respectivement α′) est un vecteur de V (resp. V ∗) qui admet comme coordonne´es
dans la base canonique les coordonne´es de α (resp. x) dans la base canonique de
V ∗ (resp. de V ). Si ρ : Γ → G est la repre´sentation d’holonomie, celle de la varie´te´
drapeau duale est l’application ρ∗, qui envoie γ sur ρ(γ)∗.
2Dans cette re´fe´rence, F. Labourie n’explicite pas clairement qu’il de´montre essentiellement
ce fait ; il invoque plutoˆt [66], lui-meˆme utilisant [137].
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Nous verrons au chapitre 9 d’autres exemples de varie´te´ drapeaux - il est vrai,
toujours sur la meˆme varie´te´ topologique. . .
7.4.6. Flots re´guliers. Nous voulons juste aborder le cas des (G, X)-structu-
res feuillete´es, ne serait-ce que dans le cas des flots non singuliers (M, Φt) en
dimension 3 admettant une (G, X)-structures transverses. Il est assez pertinent
de conside´rer ces proble`mes comme e´tant une extension de l’e´tude des (G, X)-
structures sur des surfaces.
7.4.6.1. Fibrations en cercles. Soit M un fibre´ de Seifert sur une 2-orbifold
ferme´e Σ (le lecteur non familier avec cette notion peut se cantonner au cas ou` M
fibre en cercles sur une surface ferme´e Σ). Les fibres de la fibration sont les orbites
d’un flot re´gulier Φt, et il est clair que la donne´e d’une (G, X)-structure transverse
a` ce flot e´quivaut a` la donne´e d’une (G, X)-structure sur l’orbifold Σ (la de´finition
de cette dernie`re notion ne pre´sentant pas de difficulte´, une fois assimile´e celle d’or-
bifold, nous e´vitons donc de de´velopper de manie`re superflue la discussion sur ces
notions). Nous appelons (G, X)-fibrations ce type de (G, X)-structure transverse.
Rappelons aussi qu’en dimension 3, les orbites d’un flot sont les fibres d’une
fibration de Seifert si et seulement si elles sont toutes compactes ([75]).
7.4.6.2. Suspensions. Si Φt est la suspension d’un diffe´omorphisme f : S → S,
la donne´e d’une (G, X)-structure transverse a` Φt e´quivaut a` la donne´e d’une (G, X)-
structure sur S pour laquelle f est un (G, X)-isomorphisme. Nous appelons ce type
de (G, X)-structures transverses des (G, X)-suspensions.
Il est clair que les (G, X)-fibrations sont exactement les (G, X)-suspensions de
diffe´omorphismes d’ordre fini.
7.4.6.3. Flots transversalement riemanniens. Il s’agit du cas ou` G pre´serve une
me´trique riemannienne sur X . En ve´rite´, on entend usuellement par flot transver-
salement riemannien un flot re´gulier dont la diffe´rentielle pre´serve une me´trique rie-
mannienne sur le fibre´ TM/E, ou` E est la direction du flot. Ces objets ge´ome´triques
ne sont pas toujours des structures (G, X)-feuillete´es, ils n’en sont pas moins tota-
lement identifie´s en dimension 3 (voir [54]).
7.4.6.4. Flots transversalement affines. Il s’agit du cas X = R2, G = Aff(2, R).
Les exemples principaux sont, outre les (G, X)-suspensions de transformations af-
fines de tores affines, les flots horocycliques de suspensions Anosov, ou encore, les
flots horocycliques de flots d’Anosov De´sarguiens (§ 2.2.4, § 5.2).
Il est remarquable que les flots horocycliques de suspensions Anosov admettent
trois structures affines transverses non-isomorphes : voir exemples 1.4 5, 1.5 2, et
1.6 de [146].
Dans [146], S. Matsumoto de´montrent plusieurs re´sultats : il classifie les flots
transversalement affines complets, i.e., pour lesquels l’application de´veloppante D
est une fibration (localement) triviale sur R2. Se de´gage e´galement la notion de flots
transversalement affines satisfaisant la proprie´te´ HLP (abre´viation de “Homotopy
Lifting Property”) :
De´finition 7.18. Un flot Φt transversalement affine est HLP si l’espace des
orbites QΦ de son releve´ au reveˆtement universel est Hausdorff.
Remarque 7.19. S. Matsumoto donne une autre de´finition de la proprie´te´
HLP, pour des flots re´guliers ge´ne´raux, non ne´cessairement transversalement affines.
Mais la de´finition que nous proposons ici est plus simple a` de´finir, et co¨ıncide
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avec celle de [146] dans le contexte des flots transversalement affines - et meˆme,
transversalement projectifs.
S. Matsumoto a classifie´ les flots HLP transversalement special affines, i.e.,
admettant une (G, X)-structure affine transverse, ou` X est le plan affine, et G le
groupe des transformations affines de de´terminant 1.
Supposer d’un flot transversalement affine qu’il est HLP est une hypothe`se exi-
geante et tre`s restrictive - bon nombre de flots transversalement affines ne ve´rifient
pas cette proprie´te´. Cependant, il est difficile de de´crire les flots qui ne la satisfont
pas. Quoiqu’il en soit, le principal tour de force de [146] consiste a` de´montrer que
les (G, X)-flots, avec X = R2 et G = SL(2, R) (i.e., G est le groupe des transfor-
mations affines de de´terminant 1 et fixant l’origine du plan), sont justement HLP.
Il obtient donc la classification de ces flots.
Dans tous ces the´ore`mes de classification, les flots transversalement affines sont
montre´s eˆtre un des exemples introduits ci-dessus. E´chappent a` cette tentative de
domestication beaucoup de flots, et notamment une famille d’exemples introduites
par W. Goldman, et pour cette raison, appele´s flots de Goldman. Nous y reviendrons
avec de´tails au chapitre 9.
Indiquons aussi les flots de Hopf : soit A une transformation line´aire contrac-
tante de R2 (i.e., de valeurs propres toutes de module strictement infe´rieur a` 1.
Elle agit librement et proprement discontinuˆment sur R3 \{0} ; le quotient de cette
action est naturellement une 3-varie´te´ affine radiale, dite varie´te´ de Hopf. Soit ∆
une direction propre de A, associe´e a` une valeur propre re´elle - il en existe au moins
une. Les droites affines de R3 de direction ∆ de´finissent un feuilletage de R3, dont
les feuilles sont des droites affines comple`tes, sauf deux qui sont le comple´mentaire
de l’origine 0 dans ∆, vue comme droite affine contenant 0. Ce feuilletage est A-
invariant, il induit donc un feuilletage sur le quotient par A, qui admet une ou
deux feuilles compactes (selon le signe de la valeur propre), et toutes les autres
feuilles s’accumulent dans le passe´ et le futur sur cette ou ces feuilles ferme´es. Ce
feuilletage est manifestement transversalement affine, transversalement modele´ sur
l’espace affine (et meˆme vectoriel) R3/∆ ≈ R2. Notons qu’il n’est pas HLP.
7.4.6.5. Flots transversalement projectifs. Les flots re´guliers transversalement
affines sont de´ja` me´connus pour la plupart, et cette ignorance s’aggrave bien suˆr
lorsqu’on e´tend notre inte´reˆt au flots transversalement projectifs, i.e., munis d’une
(SL(3, R), RP 2)-structure transverse ! Outre les suspensions de transformations pro-
jectives de surfaces projectives re´elles, et les flots transversalement affines (re-
marque 7.6), nous diposons d’autres familles d’exemples :
- flot radial des varie´te´s affines radiales : soit M une varie´te´ affine radiale,
i.e., une (GL(3, R), R3)-varie´te´. Le flot radial Φt0(u) = e
tu d’une part est transver-
salement projectif, puisque d’espace des orbites S(R3), et d’autre part commute
a` chaque e´le´ment du groupe d’holonomie. Il induit donc un flot Φt sur M , dit
flot radial, qui est bien suˆr transversalement projectif, puisque l’action du groupe
d’holonomie sur l’espace des orbites de Φt0 est projective.
- feuilletage tautologique des varie´te´s drapeaux : soit M une varie´te´ drapeau.
Les fibres des projections de X sur P (V ) et P (V ∗) sont les feuilles de deux feuille-
tages G-invariants, en particulier, pre´serve´s par le groupe d’holonomie de M . Leurs
tire´s en arrie`re par l’application de´veloppantes sont donc des feuilletages de M˜
pre´serve´s par les automorphismes de reveˆtement. Ils induisent donc deux feuille-
tages sur M , dits tautologiques. Celui correspondant a` la projection sur P (V ) est
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dit premier feuilletage tautologique ; celui correspondant a` la projection sur P (V ∗)
est appele´ second feuilletage tautologique. Ces deux feuilletages sont manifestement
transversalement projectifs.
Nous avons de´ja` remarque´ un proce´de´ canonique pour construire une structure
de varie´te´ drapeau sur le projectifie´ positif d’une surface projective re´elle Σ. Pour ce
type de varie´te´ drapeau, le premier feuilletage tautologique est celui dont les feuilles
sont les fibres de la projection sur Σ, c’est donc une (SL(3, R), RP 2)-fibration. Le
deuxie`me feuilletage tautologique est plus inte´ressant : nous l’appelons feuilletage
ge´ode´sique. Dans le cas ou` Σ est une surface projective conique, les feuilles du feuille-
tage ge´ode´sique sont effectivement les orbites du flot ge´ode´sique usuel - cela` reste
vrai dans le cas des surfaces projectives re´elles convexes : les feuilles du feuilletages
ge´ode´siques sont les orbites du flot ge´ode´sique de la me´trique de Hilbert.
Comme dernie`re observation sur le feuilletage ge´ode´sique d’une surface pro-
jective re´elle, indiquons qu’il est HLP si et seulement si la surface projective est
convexe.
Au chapitre 10, nous reviendrons plus longuement sur les flots transversalement
projectifs.
7.5. Deux lemmes utiles
L’e´tude des (G, X)-structures ne´cessitent la manipulation d’home´omorphismes
locaux - les applications de´veloppantes. L’expe´rience montre l’extreˆme utilite´ des
deux lemmes suivants (pour les preuves, voir [22]).
Dans ce qui suit, f : M → X de´signe un home´omorphisme local entre deux
varie´te´s :
De´finition 7.20. Une assiette de f est un ouvert de M sur lequel f est injec-
tive.
Lemme 7.21 (Lemme des assiettes emboˆıte´es). Soient U et V deux assiettes
de f . On suppose que l’intersection entre U et non vide, que U est connexe, et que
l’image par f de V contient celle de U . Alors, V contient U .
Lemme 7.22 (Lemme de fermeture des assiettes). Soit U une assiette de f telle
que son image f(U) est localement connexe dans X. Alors, la restriction de f a`
l’adhe´rence de U est injective.
CHAPITRE 8
Varie´te´s affines radiales
Les varie´te´s affines radiales sont vraiment les premie`res (G, X)-varie´te´s qui ont
attire´ mon inte´reˆt, le cheval de Troie e´tant le flot radial de ces varie´te´s, permettant
d’employer mes compe´tences acquises lors du travail de the`se. Mes travaux ont e´te´
eux-meˆme alimente´s par les lectures de [58] et [94] (non publie´).
J.P. Benze´cri ([40]) avait montre´ comment construire une famille de structure
affine radiale sur Σ × R a` partir de structures projectives re´elles sur une varie´te´
Σ. Les varie´te´s affines radiales obtenues par ce proce´de´, et leurs quotients finis,
sont appele´s exemples de Benze´cri (voir § 8.1.2). Y. Carrie`re avait conjecture´ qu’en
dimension 3, ces exemples, ainsi que leurs ge´ne´ralisations naturelles - qu’ici nous
pre´fe´rons appeler suspensions affines ge´ne´ralise´es - e´taient les seuls possibles ([56]).
Cette conjecture a finalement e´te´ de´montre´e par S. Choi et moi-meˆme - si des
contrarie´te´s e´ditoriales n’accre´ditent a` [68] qu’un seul auteur, a` savoir S. Choi, les
remerciements e´crits par ce dernier dans [68] ne laissent aucun doute sur la ge´ne`se
de la preuve. Cette preuve re´sulte finalement d’un heureux concours de circonstance,
nos travaux respectifs s’ayant re´vele´s parfaitement comple´mentaires.
C’est l’histoire de cette preuve que je vais essayer de reconstituer ici - sans
trop donner de de´tails sur les preuves, car elles sont longues et de´licates, et les
syste`mes Anosov, principales vedettes de ce me´moire, n’y jouent aucun roˆle majeur.
Ainsi, nous n’allons conside´rer que des varie´te´s affines radiales de dimension 3. Nous
notons comme d’habitude D : M˜ → R3 l’application de´veloppante, et ρ : Γ → G la
repre´sentation d’holonomie, avec G = GL(3, R).
8.1. Premie`res remarques
8.1.1. Flot radial. A` la fin du chapitre pre´ce´dent, j’ai de´ja` observe´ que les
varie´te´s affines radiales sont naturellement munies d’un flot remarquable Φt trans-
versalement projectif, le flot radial, obtenu en tirant en arrie`re par l’application
de´veloppante le flot radial Φt0 de R
3. Comme nous en avons pris l’habitude, nous
relevons ce flot sur M˜ en un flot Φ˜t.
Proposition 8.1. Le flot Φt est sans singularite´.
Preuve Ce fait est bien connu (voir par exemple [157]), mais puisque nous allons
donner peu de preuves, autant donner celle-ci qui est facile. Supposons la propo-
sition fausse : il existe alors un e´le´ment x˜0 dont l’image par D est l’origine 0 de
R3. Soit U0 une petite assiette de D contenant x˜0, et U le sature´ de U par Φ˜
t. Il
est clair que U est encore une assiette de D, d’image le sature´ par Φ˜t d’un voisi-
nage de l’origine, i.e., R3 tout entier. D’apre`s le lemme de fermeture des assiettes
(lemme 7.22), U est ferme´ : c’est donc M˜ tout entier. On en de´duit que D est un
home´omorphisme, et en particulier, que x˜0 est l’unique pre´image par D de 0 : il est
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donc fixe´ par tous les e´le´ments de Γ. Or, l’action de Γ sur M˜ est libre : Γ est donc
trivial. Ceci est absurde puisque M est compacte.
Nous notons QΦ l’espace des orbites de ce flot releve´. L’application de´veloppante
induit un home´omorphisme local Γ-e´quivariant D entre QΦ et S2.
Proposition 8.2. Le flot radial est HLP, i.e., l’espace des orbites QΦ est une
varie´te´ Hausdorff.
Preuve D’apre`s la proposition pre´ce´dente, l’application de´veloppante prend ses
valeurs dans R3 \ {0}, par ailleurs, l’action du flot Φt0 sur R
3 \ {0} est propre et
errante (i.e., par chaque point passe un disque ouvert plonge´ transverse au flot et
qui ne rencontre chaque orbite de Φt0 qu’en au plus un point), il s’en suit que Φ
t
ve´rifie les meˆmes proprie´te´s. La proposition s’en de´duit.
Corollaire 8.3. L’espace des orbites QΦ est home´omorphe au plan ou a` la
sphe`re. Dans le second cas, M est affinement isomorphe a` une varie´te´ de Hopf
affine, i.e., le quotient de R3 \ {0} par un automorphisme line´aire contractant.
Preuve De la preuve du lemme pre´ce´dent, on obtient aussi aise´ment que la pro-
jection de M˜ sur QΦ est une fibration localement triviale de fibre R. La suite
exacte d’homotopie de cette fibration montre que QΦ est simplement connexe : il
est donc home´omorphe au plan ou a` la sphe`re. Dans le deuxie`me cas, l’application
de´veloppante induit un home´omorphisme local entre QΦ ≈ S2 et l’espace des or-
bites de Φt0 restreint a` R
3 \{0}, c’est a` dire la sphe`re S2. Or, tout home´omorphisme
local de la sphe`re dans elle-meˆme est un home´omorphisme. On en de´duit que D est
un home´omorphisme entre M˜ et R3 \ {0}. Le corollaire s’en de´duit.
8.1.2. Exemples de Benze´cri. Soit Σ une surface munie d’une structure
projective re´elle : nous disposons de cartes fi : Vi → Ui ⊂ S
2 et des e´le´ments g¯ij
de P+GL(3, R) repre´sentant les changements de cartes. On peut supposer, quitte
a´ de´composer les ouverts Vi, que chaque Ui est affine, au sens ou` il existe un grand
cercle de S2 ne le rencontrant pas. Alors, l’inte´rieur de l’union des rayons de R3
rencontrant Ui est un coˆne ouvert Wi. Lorsque Vi ∩ Vj est non-vide, on choisit un
repre´sentant gij dans GL(3, R) de g¯ij . Soit dij le de´terminant de gij : nous pouvons
choisir librement sa valeur absolue, mais son signe est impose´. Si l’intersection
Vi ∩ Vj ∩ Vk est non-vide, nous avons la relation de cocycle g¯ij ◦ g¯jk ◦ g¯ki = id. Le
produit gij ◦ gjk ◦ gki est donc une homothe´tie de de´terminant positif dijdjkdki. On
en de´duit qu’il est possible de choisir les divers gij de sorte que les gij ◦ gjk ◦ gki
soient triviaux lorsque Ui ∩ Uj ∩ Uk est non-vide : il suffit par exemple de choisir
tous les dij de norme +1.
Un tel choix e´tant effectue´, sur l’union disjointe des Wi on identifie x a` gij(x)
a` chaque fois que cela` est possible. On obtient ainsi une varie´te´ W de dimension 3,
munie d’une structure affine radiale, qui fibre en droites au-dessus de Σ ; les fibres
de cette fibration sont pre´cise´ment les orbites du flot radial. Ce fibre´ admet une
section S, et il est facile de voir que pour tout temps T positif, et pour tout entier
n suffisament grand, l’image de S par le temps nT du flot radial est disjointe de S.
On en de´duit que le temps T du flot radial agit librement et proprement sur W :
le quotient de cette action est une varie´te´ affine radiale home´omorphe a` Σ × S1.
Les varie´te´s affines radiales construites par ce proce´de´ sont appele´es exemples de
Benze´cri.
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Soit ϕ un automorphisme projectif de Σ. Pour certains choix des dij - i.e., des
gij -, il est possible de relever ϕ en un automorphisme affine ϕ de W . Dans ce
cas, au lieu de quotienter par le temps T du flot radial, on peut quotienter par le
temps T (suffisament grand) du flot radial compose´ a` ϕ. On obtient la` encore une
varie´te´ affine radiale ferme´e de dimension 3, appele´e suspension affine ge´ne´ralise´e.
La varie´te´ est alors home´omorphe a` un fibre´ en surfaces sur le cercle, de monodromie
ϕ. Le flot radial est alors topologiquement e´quivalent a` la suspension de ϕ.
Ces constructions s’e´tendent aise´ment au cas ou` Σ est une orbifold projective
re´elle (voir §3.1 de [22]). Toujours selon §3.1 de [22] :
Proposition 8.4. Une varie´te´ affine radiale ferme´e de dimension 3 est un
exemple de Benze´cri si et seulement si toutes les orbites du flot radial sont pe´riodi-
ques.
Proposition 8.5. Une varie´te´ affine radiale ferme´e de dimension 3 est une
suspension affine ge´ne´ralise´e si et seulement si le flot radial admet une section
totale.
Corollaire 8.6. Soit M une varie´te´ affine radiale ferme´e de dimension 3.
On suppose que le groupe d’holonomie pre´serve un 2-plan disjoint de l’image de
l’application de´veloppante. Alors, M est une suspension affine ge´ne´ralise´e.
Preuve Notons α une forme line´aire sur R3 dont le noyau soit le 2-plan ρ(Γ)-
invariant P , et dont la restriction a` l’image de l’application de´veloppante soit stric-
tement positive. La 1-forme sur R3 \ P qui a` tout point x associe 1α(x)α est ρ(Γ)-
invariante. Son tire´ en arrie`re par D est donc une 1-forme ferme´e Γ-invariante, qui
induit une 1-forme ferme´e ω sur M . Cette 1-forme ω ne prend que des valeurs
strictement positives sur le champ de vecteurs engendrant Φt. Par l’argument de
Tischler, on peut l’approximer par une 1-forme du type q∗(dθ) ou` q est une fibra-
tion de M sur le cercle, et ou` dθ est la forme volume canonique sur le cercle. Si
l’approximation est suffisament bonne, les fibres de q sont transverses aux orbites
du flot radial. On conclut graˆce au The´ore`me 8.5.
Il s’ave`re que tout automorphisme projectif d’une surface projective re´elle
ferme´e de genre plus grand que 1 est d’ordre fini ; les suspensions affines ge´ne´ralise´es
qui ne sont pas des exemples de Benze´cri sont donc des varie´te´s de Hopf ou
construites a` partir d’automorphismes projectifs d’un tore ou d’une bouteille de
Klein projectif re´el.
8.2. Une disgression : le cas des varie´te´s de Seifert affines
Deux travaux auront attire´ mon attention sur le sujet. Il s’agit, dans l’ordre
chronologique, de [58] et de [94]. Ces deux textes e´tudient les structures affines
(non ne´cessairement radiales) sur une 3-varie´te´ ferme´e M fibrant en cercles sur une
surface Σ de genre plus grand que 1 - e´tude qu’on peut e´tendre sans difficulte´ au cas
des fibre´s de seifert au dessus d’orbifolds de caracte´ristique d’Euler ne´gative. Dans
le premier article [58], il est montre´ qu’une telle structure affine ne saurait eˆtre
unimodulaire, i.e., la partie line´aire du groupe d’holonomie ne peut eˆtre contenu
dans SL(3, R) (en corollaire, les varie´te´s de Brieskorn, qui sont des varie´te´s de seifert
de ce type qui ont en outre un premier nombre de betti nul ne peuvent admettre de
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structure affine). Dans le preprint [94], D. Fried montre que l’holonomie des fibres
est ne´cessairement une homothe´tie. Ceci lui permet de donner une nouvelle preuve
du re´sultat principal de [58], mais son re´sultat est plus pre´cis. Relevons au passage
que ceci montre que si l’holonomie des fibres est non-triviale, alors la structure
affine conside´re´e est en fait radiale, puisque le groupe d’holonomie commute avec le
flot radial de R3. Indiquons aussi que nous ignorons toujours s’il est possible qu’une
varie´te´ fibre´e en cercle comme ci-dessus admette une structure affine pour laquelle
l’holonomie des fibres est triviale.
Bien suˆr, notre inte´reˆt ici est avant tout l’e´tude des structures affines radiales,
cadre dans lequel le re´sultat de [58] est e´vident (en effet, une varie´te´ ferme´e ne
peut eˆtre a` la fois radiale et unimodulaire, puisque le flot radial multiplie la forme
volume, et que la varie´te´, e´tant compacte, est de volume fini). Le re´sultat de Fried
est lui non-trivial dans notre contexte.
Quoiqu’il en soit, le point sur lequel nous souhaitons attirer l’attention ici est un
type d’argument, que je me suis approprie´ par la suite dans mes travaux, notamment
dans ceux portant sur les flots transversalement projectifs, que je pre´senterai un
peu plus loin : prenons par exemple le cas de [58] : les auteurs montrent dans un
premier temps que sous leurs hypothe`ses, l’holonomie des fibres est ne´cessairement
une translation non-triviale le long d’un vecteur v. Le groupe d’holonomie tout
entier commute aux translations le long de vecteurs multiples de v. Ceci fournit
un flot tranversalement affine sur M . Il n’est pas difficile, en raisonnant comme
nous l’avons fait ci-dessus pour le flot radial, que ce flot, releve´ dans M˜ , admet un
espace des orbites home´omorphe a` R3, canoniquement munie d’une structure affine
unimodulaire. L’e´le´ment du groupe fondamental de M repre´sente´ par les fibres agit
affinement sur ce plan affine. Il est facile de voir que cette action n’est pas triviale.
En effet, toutes les orbites du flot sont sinon pe´riodiques, ce qui in fine implique
l’existence d’une structure affine sur la surface Σ : ceci est interdit par le The´ore`me
de Benze´cri. Cette action n’e´tant pas triviale, on observe qu’elle doit alors eˆtre
libre et proprement discontinue. Le quotient de cette action est un anneau muni
d’une structure affine unimodulaire, sur laquelle agit le groupe fondamental de Σ,
de manie`re affine unimodulaire. Y. Carrie`re, F. Dal’bo et G. Meigniez montre alors
qu’une telle action affine sur l’anneau doit admettre un point fixe global, ce qui
aboutit a` une contradiction.
Ce type d’argument m’a permis de de´montrer que toute structure affine radiale
sur un fibre´ de Seifert comme ci-dessus est ne´cessairement un exemple de Benze´cri.
Ce the´ore`me a fait l’objet d’une pre´publication, mais rendue obsole`te par la clas-
sification comple`te des varie´te´s affines radiales ferme´es de dimension 3. On peut
en trouver une trace dans [21] (Theorem C). Il aura eu le me´rite de me permettre
d’exercer mes premie`res armes sur le sujet, et est aussi a` la base de mon travail sur
les flots transversalement projectifs.
8.3. Orbites pe´riodiques du flot radial
Un des lemmes fondamentaux qui permet de mener a` bien l’e´tude des varie´te´s
affines radiales de dimension 3 est le suivant :
The´ore`me 8.7 (The´ore`me C de [22]). Soit M une varie´te´ ferme´e de dimen-
sion 3 munie d’une structure affine radiale. Si le flot radial de M admet des or-
bites pe´riodiques qui ne sont pas de type selle, alors M est une suspension affine
ge´ne´ralise´e.
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Esquisse de preuve : Toute orbite pe´riodique θ0 de Φ
t correspond a` un point x0
de QΦ fixe´ par un e´le´ment γ0 de Γ. Le The´ore`me e´nonce que si la varie´te´ n’est pas
une suspension affine ge´ne´ralise´e, alors ρ(γ0) est ne´cessairement proximale - i.e.,
admet 3 valeurs propres re´elles de valeurs propres 2 a` 2 distinctes, et que D(x0)
est le point de S2 correspondant a` la direction propre associe´e a` la valeur propre
interme´diaire.
La preuve que nous fournissons dans [22] est une preuve cas par cas, selon la
classe de conjugaison de ρ(γ0), et la nature du point fixe x¯0 = D(x0). Nous n’allons
e´voquer ici que deux cas particuliers qui, si ce ne sont pas les plus difficiles, illustrent
les arguments mis en jeu
–Premier cas : ρ(γ0) est une homothe´tie de R
3 : Dans ce cas, l’action de ρ(γ0)
sur S2 est triviale. Soit x un point fixe dans QΦ de γ0, et U une assiette de D
contenant x. Alors, U et γ0U sont deux assiettes ayant la meˆme image par D et
contenant x. D’apre`s le lemme des assiettes emboite´es, elles sont donc e´gales. On
en de´duit que tous les points de U sont points fixes de γ0. L’ensemble des points
fixes de γ0, qui est bien suˆr ferme´, est donc e´galement ouvert : c’est donc Q
Φ tout
entier d’apre`s la connexite´ de ce dernier. Toutes les orbites du flot radial sont donc
pe´riodiques, ce qui d’apre`s la proposition 8.4 implique que la varie´te´ affine radiale
est un exemple de Benze´cri.
–Deuxie`me cas : x¯0 est un point fixe attractif ou re´pulsif de ρ(γ0) : Quitte a`
inverser γ0, on peut supposer que x0 est un point fixe re´pulsif de γ0. Soit V0 le
bassin de re´pulsion de x¯0 pour ρ(γ0) : c’est un plan affine. Soit U0 une assiette de
D contenant x0, contenue dans le bassin de re´pulsion de x0. L’union des γ0-ite´re´s
de U0 est elle aussi une assiette de D : on peut donc supposer que U0 est le bassin
de re´pulsion tout entier. Son image par D est le plan affine V0 tout entier. Par
ailleurs, l’ouvert W = p(pi−1(U0)) s’interpre`te comme e´tant le sature´ par Φ
t d’un
petit disque transverse a` θ0. L’ouvert W est home´omorphe a` un tore solide ouvert.
On en de´duit que les ite´re´s γU0 (γ ∈ Γ) sont deux-a`-deux disjoints ou confondus,
et γU0 = U0 si et seulement si γ est une puissance de γ0. Conside´rons un point de
l’adhe´rence de W dans M . Soit x la projection dans QΦ d’un releve´ dans M˜ de ce
point : il existe une suite de points xn dans U0, et une suite d’e´le´ments γn dans Γ
tels que les γnxn convergent vers x. Soit U une assiette convexe de D contenant x :
a` partir d’un certain rang, les Un = γnU0 rencontrent tous U . Notons dn la frontie`re
de Un. D’apre`s le lemme des assiettes emboite´es, comme D(U) est convexe et que
D(Un) est un plan affine, dn∩Un est connexe et l’intersection entre U et Un est une
des deux composantes connexes de U \ dn (dans le cas ou` dn ne rencontre pas U , U
est entie`rement contenu dans Un). Comme les U ∩Un sont deux-a`-deux disjoints ou
confondus, on en de´duit que l’union de leurs adhe´rences est ferme´e dans U . Donc, x
appartient a` l’adhe´rence d’un des Un. En d’autres termes, l’adhe´rence de W dans M
est p(pi−1(U¯0)), ou` U¯0 est l’adhe´rence de U0. On en de´duit que ∂W est p(pi
−1(∂U0)),
et est donc une sous-varie´te´ plonge´e de M de dimension deux. Cette surface est
compacte et affinement tangente au flot radial : c’est donc une union finie de tores
et de bouteilles de Klein (cf. section ”notations”). Soit T une ses composantes
connexes, et T˜ un releve´ de T contenu dans pi−1(∂U0). D(T˜ ) est contenu dans la
droite projective ∂V0. Donc, ρ(pi1(T )) contient un sous-groupe d’indice deux qui
pre´serve V0. On en de´duit que pi1(T ) contient un sous-groupe d’indice deux qui
pre´serve U0. Donc, T n’est pas plonge´ de manie`re incompressible. Il s’en suit que la
trace pi(T˜ ) n’est pas une droite immerge´e dans QΦ, mais une courbe ferme´e simple.
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Devant eˆtre contenue dans ∂U0, cette courbe doit eˆtre ∂U0 tout entier. L’adhe´rence
de W dans M est donc un tore solide. D’apre`s le lemme de fermeture des assiettes,
la restriction de D
s
a` l’adhe´rence de U0 est un home´omorphisme sur son image, qui
est une he´misphe`re ferme´e de S2. On peut e´largir le´ge`rement cette assiette en une
autre assiette de D
s
contenant strictement l’adhe´rence de U0. Soit U1 l’union des
γ0-ite´re´s d’une telle assiette : c’est aussi une assiette, et l’image par D
s
de U1 est
la sphe`re prive´e d’un point ys1 (l’oppose´ de y
s
0). D’apre`s le lemme de fermeture des
assiettes, la frontie`re de U1 est soit vide, soit re´duite a` un singleton (une pre´image
de ys1). D’apre`s le corollaire 8.3, le second cas ne se produit que si M est une varie´te´




est donc le comple´mentaire de ys1 dans S
2. Donc, ρs(Γ) fixe ys1 et
ys0. On en de´duit que Γ fixe x0, et est donc cyclique (il est le groupe engendre´ par
γ0). Or, M˜ est home´omorphe a` R
3 puisqu’il fibre en R sur le plan : comme M est
compacte, il est absurde que son groupe fondamental soit cyclique. Le deuxie`me
cas est donc impossible.
8.4. Surfaces plonge´es ge´ode´siques
Ma contribution de´cisive dans la classification des varie´te´s affines radiales en di-
mension 3 a e´te´ d’e´lucider comple`tement le cas ou` il existe un plongement ge´ode´sique
d’une surface ferme´e S dans la varie´te´. On ne perd gue`re de ge´ne´ralite´ en ne
conside´rant que le cas ou` S est orientable : d’apre`s le The´ore`me de Benze´cri,
cette surface est ne´cessairement un tore - du reste, cela` de´coule de manie`re plus
e´le´mentaire de l’existence du flot radial qui doit eˆtre tangent a` S, induisant un flot
sans singularite´.
The´ore`me 8.8 (The´ore`me B de [22]). Soit M une varie´te´ ferme´e de dimension
3 munie d’une structure affine radiale. Si M contient une surface plonge´e plate et
tangente au flot radial, alors M est une suspension affine ge´ne´ralise´e.
Donnons un re´sume´ succint de la preuve de ce the´ore`me : notons T le tore plat
tangent a` Φt. Notons H l’image dans pi1(M) du groupe fondamental de T . Notons
l l’image de son releve´ T˜ dans M˜ par piΦ. Comme T est plat, l est une ge´ode´sique
du plan localement affine QΦ : c’est donc, du point de vue topologique, l’image
d’un plongement de la droite ou du cercle. Dans le deuxie`me cas, l est le bord d’un
disque D de QΦ, qu’on montre eˆtre une assiette de D. Par ailleurs, H est alors un
groupe cyclique qui pre´serve D : il admet donc un point fixe dans l’adhe´rence de
D, et on obtient par confrontation avec le The´ore`me 8.7 que M est un exemple de
Benze´cri.
On peut donc supposer que l est une droite ferme´e plonge´e, et H est isomorphe
a` Z2. L’e´tape cle´ consiste a` montrer que l’action de H ≈ Z2 sur QΦ s’e´tend en
une action affine de R2. Les orbites de cette action sont alors soit des segments
ge´ode´siques, soit des “triangles ouverts” : on en de´duit que la varie´te´ M est soit
feuillete´es par des tores, soit obtenue en recollant certaines structures affines radiales
sur le produit du tore par l’intervalle, ce qui ame`ne a` la preuve du the´ore`me.
8.5. Varie´te´s affines radiales convexes
Une varie´te´ affine radiale est dite convexe si l’image de son application de´velop-
pante est un ouvert convexe de R3 - c’est alors un coˆne puisqu’elle est sature´e par
le flot radial et ne contient pas l’origine. Nous notons Ω cette image.
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Pour tout coˆne convexe Ω, on note T (Ω) l’ensemble des vecteurs v de R3 tels que
la translation de vecteur v envoie Ω dans lui-meˆme. Lorsque T (Ω) est re´duit a` {0},
le coˆne convexe est dit saillant (voir [191], ces coˆnes sont dits hyperboliques dans
[137]). Ici, Ω est l’image de l’application de´veloppante d’une varie´te´ affine radiale,
ce coˆne est alors pre´serve´ par le groupe d’holonomie ρ(Γ) ; il en est de meˆme pour
T (Ω).
Proposition 8.9 (The´ore`me D de [22]). Toute varie´te´ affine radiale ferme´e
de dimension 3 convexe est une suspension affine ge´ne´ralise´e.
Preuve Lorsque Ω est saillant, il observe la remarquable proprie´te´ suivante : il
existe sur Ω une me´trique riemannienne analytique pre´serve´e par tous ses auto-
morphismes affines (voir [191], [192]). Cette me´trique est en particulier pre´serve´e
par le flot radial : son tire´ en arrie`re est une me´trique pre´serve´e par Φt. On conclut
facilement graˆce a` la classification des flots isome´triques en dimension 3 ([54]).
Si Ω n’est pas saillant, T (Ω) est un sous-espace vectoriel de R3 de dimension
au moins 1. D’apre`s la proposition 8.1, il est disjoint de Ω, il est donc de dimension
au plus 2.
S’il est de dimension 2, on conclut graˆce au corollaire 8.6. Sinon, T (Ω) est
une droite de R3. Les hyperplans d’appui a` Ω contiennent tout T (Ω), tout en
e´tant tangents au flot radial. On en de´duit que Ω est soit un demi-espace, soit un
quart d’espace (i.e., une composante connexe de R3 prive´ de deux hyperplans se
rencontrant transversalement selon la droite T (Ω)). Chaque plan bordant Ω est un
plan invariant par (un sous-groupe d’indice 2 de) ρ(Γ) auquel on peut appliquer le
corollaire 8.6.
8.6. La classification des 3-varie´te´s affines radiales
La conjecture de Y. Carrie`re a e´te´ valide´e :
The´ore`me 8.10 ([68]). Toute varie´te´ affine radiale ferme´e de dimension 3 est
une suspension affine ge´ne´ralise´e.
Pendant que je de´veloppais les travaux e´voque´s ci-dessus, S. Choi, dans le
prolongement des ide´es de sa the`se ([61]) que nous avons pre´sente´s auparavant
(de´coupage des surfaces projectives re´elles en anneaux et surfaces projectives re´elles
convexes a` bord ge´ode´sique, The´ore`me 7.14), montrait que toute varie´te´ affine
radiale compacte de dimension 3 peut-eˆtre de´coupe´e le long de tores plats tan-
gents au flot radial en varie´te´s affines radiales compactes convexes. Nos travaux se
comple`taient alors de manie`re ide´ale : si M est une varie´te´ affine radiale de dimen-
sion 3 ferme´e, elle est soit convexe - donc une suspension affine ge´ne´ralise´e selon
la proposition 8.9, soit contient un tore plat tangent au flot radial, auquel on peut
appliquer le The´ore`me 8.8.
Pour la petite histoire, je ne cacherai pas que j’ai eu la primeur de la preuve
de ce The´ore`me, puisque j’ai pris connaissance des travaux de S. Choi avant que
lui-meˆme ne prenne connaissance des miens.
CHAPITRE 9
Varie´te´s drapeaux
Dans ce chapitre, je pre´sente le contenu de l’article [24], tout en ame´liorant les
re´sultats. La re´daction de ce chapitre a mene´ a` la pre´publication [30].
9.1. De´finitions, notations
Rappelons les de´finitions introduites au § 7.4.5 :
– on note V l’espace vectoriel R3 muni de sa base canonique naturelle (e1, e2, e3),




3). On note 〈v | v
∗〉 l’e´valuation
d’un e´le´ment v∗ de V ∗ sur un e´le´ment v de V .
– P (V ) et P (V ∗) de´signent les projectifie´s de V et V ∗ ; nous de´signerons par [v]
les e´le´ments de P (V ), en sous-entendant que [v] est repre´sente´ par l’e´le´ment non-
nul v de V . On conside´rera aussi les projectifie´s positifs S(V ), S(V ∗), c’est-a`-dire
les quotients de V , V ∗ prive´s de leurs origines par les relations d’e´quivalence qui
identifie deux vecteurs si l’un est un multiple de l’autre par un scalaire positif. On
de´signera encore par [v] et [v∗] leurs e´le´ments, sans craindre de confusion avec la
ceux de P (V ), P (V ∗).
– l’espace des drapeaux, note´ ici X , de´signe l’ensemble des paires ([v], [v∗])
d’e´le´ments de P (V ) × P (V ∗) ve´rifiant 〈v | v∗〉 = 0. On conside´rera aussi l’espace
des drapeaux oriente´s X̂ forme´ des e´le´ments “orthogonaux” de S(V )× S(V ∗).
– on note G le groupe SL(V ) ≈ PGL(V ) et Ĝ son reveˆtement double P +GL(V ).
Le premier agit naturellement sur V , admet une action duale sur V ∗ (exprime´e par
l’inverse de la transposition des matrices), et donc aussi sur X , X̂ . Le second agit
naturellement sur X̂ .
Remarque 9.1. Chaque e´le´ment de P (V ∗) de´finit une droite projective de
P (V ) (la projection de son noyau dans P (V )). Dualement, chaque e´le´ment de P (V ∗)
correspond a` une droite projective de P (V ). Nous pouvons donc conside´rer - et
nous ne nous en priverons pas - que P (V ) est l’ensemble des droites projectives de
P (V ∗), et que P (V ∗) est l’ensemble des droites projectives de P (V ). Pour garder
quelque controˆle de la situation, nous introduisons la notation suivante : si K est
un sous-espace vectoriel de V , (resp. de V ∗), nous notons K⊥ son orthogonal, i.e.,
l’ensemble des e´le´ments de V ∗ (resp. de V ) qui s’annulent sur K tout entier. Par
extension, si [v] est un e´le´ment de P (V ), [u⊥] sera la droite projective de P (V ∗)
correspondant a` [v].
Nous nous inte´ressons ici aux varie´te´s drapeaux ferme´es, munies d’une (G,X )-
structure avec (G,X ) comme ci-dessus. La remarque 7.6 met en e´vidence qu’une
varie´te´ drapeau correspond aussi de manie`re univoque a` une (Ĝ, X̂ )-structure, ainsi
qu’a` une (G, X̂ )-structure. L’inte´reˆt capital de cette remarque pour nous est qu’elle
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implique la suivante : Le morphisme d’holonomie ρ : Γ → G d’une varie´te´ drapeau
peut toujours se relever en un morphisme de Γ dans Ĝ.
Comme nous l’avons observe´ a` § 7.4.6.5, toute varie´te´ drapeau est e´quipe´e de
deux feuilletages tautologiques, provenant des projections naturelles de X sur P (V )
et sur P (V ∗) : celui provenant de la premie`re projection est note´ Φ1 et appele´
premier feuilletage tautologique, quant a` l’autre, il est note´ Φ2 et appele´ second
feuilletage tautologique. Chacun de ses feuilletages est transversalement projectif, et
c’est l’e´tude ge´ne´rale des feuilletages transversalement projectifs qui m’aura amene´
a` m’inte´resser aux varie´te´s drapeaux.
Nous ne connaissons que peu d’exemples de varie´te´s drapeaux ferme´es, et tous
ces exemples vivent (a` reveˆtements finis pre`s) sur les fibre´s unitaires tangents de
surface. Nous avons de´ja` observe´ pre´ce´demment que le projectifie´ du fibre´ tangent
a` une surface projective re´elle admet une structure de varie´te´ drapeau canonique,
nous n’y reviendrons pas ici.
Nous allons dans la suite exhiber et e´tudier une autre famille d’exemples, que
nous appellerons varie´te´s drapeaux Anosov.
9.2. Une nouvelle repre´sentation (G, Y )-Anosov
A` la remarque 7.16, nous avons brie`vement signale´ que les repre´sentations d’un
groupe de surfaces dans SL(V ) appartenant a` la composante de Hitchin sont des
repre´sentations (G, Y )-Anosov, ou` Y est l’espace des triplets de points non-aligne´s
de P (V ).
Nous allons voir ici que ce ne sont pas les seules : il y a d’autres repre´sentations
(G, Y )-Anosov de groupes de surfaces, pour le meˆme Y , qui ne sont pas dans la
composante de Hitchin.
Ces repre´sentations sont obtenues en partant d’un plongement particulier de
H = SL(2, R) dans G : celui dont l’image dans G stabilise un point de P (V ) ×
P (V ∗) \ X . Nous choisissons ici pour jouer ce roˆle l’e´le´ment (e2, e
∗
2). Ainsi, le plon-











On note A = {at} le sous-groupe de H forme´ des matrices diagonales, et hs±
















On note P+ (respectivement P−) le sous-groupe de G forme´ des matrices tri-
angulaires supe´rieures (resp. infe´rieures) dont les coefficients sur la diagonale sont
strictement positifs. On note X± les varie´te´s quotients G/P± : elles s’identifient
l’une comme l’autre a` l’espace des drapeaux X .
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On note Z la composante neutre du centralisateur dans G de ρ0(A). De manie`re
moins pe´dante, Z est le groupe des matrices diagonales. La varie´te´ quotient G/Z
s’identifie a` l’espace Y des triplets de points ([u], [v], [w]) de P (V ) non-aligne´s. De
manie`re un peu plus pre´cise, via cette identification, la projection de G sur G/Z est
l’application qui envoie g sur ([ge1], [ge2], [ge3]).
On remarque que ρ0(a
t) appartient a` Z, et que chaque ρ0(h
s
±) appartient a` P
±.
L’action adjointe de ρ0(a
t) sur l’alge`bre de Lie sl(V ) de G est diagonalisable, et
notre choix de ρ0 est tel que la somme des directions propres associe´es aux valeurs
propres positives (resp. ne´gatives) de ad(at) est l’alge`bre de Lie P+ (resp. P−) de
P+ (resp. P−). Leur intersection est l’alge`bre de Lie de Z.
La proposition 7.11 applique´e ici montre alors que si Γ¯ est un sous-groupe
discret cocompact de H, la restriction de ρ0 a` Γ¯ est (G, Y )-Anosov.
Remarque 9.2. Tout re´seau cocompact de H contient un sous-groupe d’indice
fini sans torsion, nous pouvons donc nous restreindre aux re´seaux cocompacts sans
torsion. Soit Γ¯ un tel re´seau : sa projection dans PSL(2, R) est injective, d’image un
re´seau cocompact sans torsion. Il est donc isomorphe au groupe fondamental d’une
surface de genre supe´rieur.
Observons qu’a` l’inverse, toute repre´sentation fide`le d’un groupe de surface Γ¯
dans PSL(2, R) se rele`ve en une repre´sentation du meˆme groupe dans H : ceci
provient du fait que la classe d’Euler de l’action associe´e sur le cercle RP 1 est
paire. En fait, elle se rele`ve de deux manie`res, qui diffe´rent l’une de l’autre par
composition par ±Id.
Il convient de de´tailler quelque peu la description dans ce contexte des pro-
jections de Y = G/Z sur X
± ≈ X : l’image de ([u], [v], [w]) dans X+ ≈ X est le
couple ([u], [(uv)∗]), ou` (uv)∗ de´signe un e´le´ment de V ∗ qui s’annule sur u et v. De
manie`re analogue, l’image de ([u], [v], [w]) dans X− ≈ X est le couple ([w], [(vw)∗ ]),
ou` (vw)∗ de´signe bien suˆr une forme line´aire s’annulant sur v et w. Ainsi, les fibres de
chacune de ces projections sont de dimension 2, canoniquement identifiable a` P (V )
prive´ d’une droite projective (trace du noyau de (uv)∗, (vw)∗ respectivement). Elles
sont munies d’une structure affine canonique. On identifie aussi aise´ment l’image
du plongement de Y dans X+ × X− ≈ X × X commente´ au § 7.3 : il s’agit des
paires (([u], [u∗]), ([v], [v∗])) ve´rifiant :
– 〈u | u∗〉 = 0,
– 〈v | v∗〉 = 0,
– 〈u | v∗〉 6= 0,
– 〈v | u∗〉 6= 0.
En d’autres termes, [u] (respectivement [v]) doit appartenir a` la droite pro-
jective [u∗] (resp. [v∗]) puisqu’il est question d’e´le´ments de X , mais il ne doit pas
appartenir a` la droite projective [v∗] (respectivement [u∗]).
Enfin, selon la remarque 7.12, puisque ρ0 est (G, Y )-Anosov, il existe deux
applications Γ-e´quivariantes f¯s,u : L → X (ou` L est le reveˆtement double de la
droite projective RP 1), provenant d’une application Γ-e´quivariante f : H → Y .
Ici, l’application f est l’application qui envoie h sur ([ρ0(h)e1], [e2], [ρ0(h)e3]) (car
ρ0(e2) = e2). L’application f




h sur ([ρ0(h)e3], [ρ0(h)e
∗
1]). Ces deux applications ont la meˆme image Λ, qui est
l’ensemble des paires ([u], [u∗]), ou` [u] appartient a` la droite projective [e∗2] (ne pas
oublier qu’un e´le´ment de P (V ∗) s’interpre`te comme e´tant une droite projective
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de P (V )), et ou` [u∗] est une droite projective contenant e2 (en d’autres termes,
appartient a` la droite projective [e2] de P (V
∗)).
Comme elles sont amene´es a` jouer un roˆle important dans la suite, nous noterons
L0 la droite projective [e
∗
2] de P (V ), et L
∗
0 la droite projective [e2] de P (V
∗). On
peut donc reformuler ce qui vient d’eˆtre dit sous la forme suivante : Λ est la courbe
forme´e des paires ([u], [u∗]) de X ou` [u] appartient a` L0 et [u
∗] a` L∗0. Observons au
passage que pour tout e´le´ment [u] de L0 il n’existe qu’un seul e´le´ment [u
∗] de L∗0
contenant [u] : la droite projective contenant [u] et [e2].
La remarque 7.13 s’applique ici : Λ est l’adhe´rence de l’ensemble des points fixes
attractifs de ρ0(Γ¯) dans X.
Observons enfin que l’image de f est l’ensemble des triplets ([u], [e2], [w]) de
P (V ) avec [u] et [w] e´tant deux points distincts de L0.
Nous voulons maintenant attirer l’attention sur les orbites de ρ0(H) dans X : il
y a une orbite de dimension 1 : la courbe Λ0. Il y a aussi deux orbites de dimension
2 :
– celle forme´e des paires ([u], [u∗]) avec [u] dans L0 et [u
∗] hors de L∗0 ; nous la
notons A0,
– celle forme´e des paires ([u], [u∗]) avec [u] hors de L0 et [u
∗] dans L∗0 ; nous la
notons A∗0.
Il y a une orbite ouverte, que nous notons Ω0 : celle forme´e des paires ([u], [u
∗]),
avec [u] /∈ L0, [u
∗] /∈ L∗0.
Observons que les adhe´rences T0, T
∗
0 de A0, A
∗
0 sont des tores, dont l’intersection
est pre´cise´ment Λ0, et que Ω0 est le comple´mentaire dans X de leur union.
L’action de ρ0(H) sur Ω0 est simplement transitive : Ω0 s’identifie donc a` H ,
et la varie´te´ M , quotient a` gauche de H par Γ¯ s’identifie donc a` celui de Ω0 par
ρ0(Γ¯) : cela` de´finit canoniquement une structure de varie´te´ drapeaux sur M .
De´finition 9.3. Nous appelons varie´te´ drapeau Anosov canonique les varie´te´s
drapeaux obtenues par la construction pre´ce´dente.
Remarquons que les feuilletages tautologiques de ces varie´te´s drapeaux sont
pre´cise´ment les feuilletages stable et instable forts du flot ge´ode´sique de Γ¯\H (ob-
tenu par action a` droite de at). Le flot ge´ode´sique lui-meˆme provient du flot sur Ω0
de´fini par le sous-groupe a` un parame`tre suivant1 de SL(V ) :
ϕt =





On obtient donc ainsi une autre description des flots ge´ode´siques en courbure
constante ne´gative - mais le lecteur s’avisera de lui-meˆme qu’il s’agit-la` de celle de´ja`
e´voque´e a` la remarque 5.19.
On observe en particulier que les anneaux ρ0(Γ¯)-invariants A0, A
∗
0 s’identifient
de manie`re e´quivariante aux espaces de feuilles stable et instable forts de ce flot
d’Anosov (cf. § 5.2).
Remarque 9.4. La dynamique sur X de´pend du choix du re´seau cocompact Γ¯
dans H . En fait, les flots ge´ode´siques e´tant tous topologiquement e´quivalents entre
1Le facteur 1/3 provient du fait que ce flot vit en re´alite´ sur PGL(V ) : multipliez tous les
coefficients par l’inverse du coefficient diagonal interme´diaire pour obtenir une expression plus
e´le´gante. . .
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eux, les diverses actions sur Λ0 et Ω0 associe´es au choix de ce re´seau (en conservant
bien suˆr le type d’isomorphisme de ce re´seau en tant que groupe) sont topologique-
ment e´quivalente entre elles. Cependant, par rigidite´ des feuilletages forts ([1]), deux
re´seaux induisant des actions sur les anneaux A0 et A
∗
0 topologiquement conjugue´es
sont ne´cessairement conjugue´s dans H. Ce sont donc ces anneau qui rece`lent la
subtilite´ de la dynamique de l’action.
9.3. Varie´te´s drapeaux Anosov
Les varie´te´s drapeau Anosov canoniques forment les prototypes de varie´te´s
drapeaux Anosov, les autres s’en obtenant, d’une certaine manie`re, par de´formation.
Nous allons en donner plus loin une de´finition sans e´quivoque (de´finition 9.32) ;
contentons nous pour l’instant de les penser comme e´tant les petites de´formations de
varie´te´s drapeaux Anosov canoniques pour lesquelles la repre´sentation d’holonomie
est toujours (G, Y )-Anosov.
9.3.1. Existence des de´formations. Nous conside´rons des repre´sentations
d’un groupe de surface Γ¯ dans G. Comme nous l’avons signale´ plus haut, Hitchin a
de´montre´ que l’espace de ces repre´sentations admet 3 composantes connexes, dont
celle dite de Hitchin, qui est pre´cise´ment celle forme´e des repre´sentations divisant
un ouvert convexe saillant. Les deux autres sont :
– la composante forme´e des repre´sentations qui ne se rele`vent pas dans le
reveˆtement double P +GL(3, R) : elle ne nous inte´resse pas ici car elle ne rece`le
aucune repre´sentation d’holonomie de varie´te´ drapeaux,
– celle contenant la repre´sentation triviale : elle contient donc les repre´sentations
d’holonomie des varie´te´s drapeau Anosov canoniques. Nous l’appelons la compo-
sante triviale.
La dimension de la composante de Hitchin - qui doit eˆtre comprise a` conju-
gaison pre`s dans G - est 16g − 16, ou` g est le genre de la surface dont Γ¯ est le
groupe fondamental. Alors que la dimension de l’espace des repre´sentations dans H
modulo conjugaison dans H est notoirement 6g−6 : ceci montre que la composante
de Hitchin ne se re´sume pas aux repre´sentations a` valeurs dans un conjugue´ de
SO0(1, 2) ⊂ G.
La composante triviale est elle aussi de dimension 16g−16, mais l’essentiel pour
nous est qu’elle ne se re´duise pas aux repre´sentations de varie´te´s drapeaux cano-
niques. C’est e´vident puisque nous savons qu’elle contient aussi la repre´sentation tri-
viale ! Mais nous le savons graˆce a` la puissante logistique fournie par Hitchin, on peut
s’en convaincre de manie`re beaucoup plus e´le´mentaire, et voir qu’il existe proche
des repre´sentations canoniques ρ0 des repre´sentations fortement irre´ductibles, i.e.,
telles que l’image ne contient aucun sous-groupe d’indice fini fixant un point ou` une
droite projective de P (V ) (Proposition 3.11 de [24], par exemple).
9.3.2. Proprie´te´s ge´ne´rales des repre´sentations (G, Y )-Anosov. Soit
donc ρ : Γ¯ → G une repre´sentation (G, Y )-Anosov, avec G = SL(V ), et Y l’es-
pace des triplets de points non-aligne´s de P (V ). Il existe alors une application
Γ¯-e´quivariante f : H → Y , induisant des applications f¯s,u : L
s,u
→ X elles aussi
Γ¯-e´quivariantes. Dans tout ce qui suit, nous supposons que Γ¯ est sans torsion, ce
qui est toujours le cas a` indice fini pre`s.
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Proposition 9.5. La repre´sentation ρ est fide`le ; tous les e´le´ments de son
image sont loxodromiques, i.e., des e´le´ments de SL(V ) admetant 3 valeurs propres
re´elles de valeurs absolues deux-a`-deux diffe´rentes.
Preuve Ceci de´coule imme´diatement du fait que tout e´le´ment non-trivial de Γ¯ ad-
met un point fixe attractif dans L
s
dont l’image par f¯s est un point fixe attractif de
ρ(Γ¯) (cf. remarque 7.13), et que les e´le´ments loxodromiques de G sont pre´cise´ment
ceux admettant un point fixe attractif dans X .
Corollaire 9.6. Les images de f¯s,u sont confondues, la courbe image Λ dans
X est l’adhe´rence de l’union des points fixes attractifs d’e´le´ments de ρ(Γ¯).
Corollaire 9.7. L’image de ρ est un sous-groupe discret de G.
Preuve Soit G0 la composante neutre de l’adhe´rence de ρ(Γ¯) dans G. C’est un sous-
groupe de Lie. D’apre`s la proposition 9.5, aucun e´le´ment de G0 ne peut admettre
un valeur propre non-re´elle, car cette proprie´te´ est une proprie´te´ ouverte dans G.
On en de´duit que la partie semi-simple de G0 - disons pour eˆtre plus correct, aucun
facteur de Levi de G0 - ne contient d’e´le´ment elliptique, ce qui implique que ce
facteur semi-simple est trivial. Ceci montre que G0 est son propre radical, i.e., qu’il
est re´soluble. L’image re´ciproque par ρ de Γ¯∩G0 est alors un sous-groupe re´soluble
distingue´ de Γ¯. Comme Γ¯ est un groupe de surfaces de genre supe´rieur, ce sous-
groupe est le groupe trivial.
Nous allons maintenant obtenir quelques proprie´te´s ge´ne´rales de la courbe Λ,
et plus pre´cise´ment, des applications f¯s,u : L
s,u
→ X ⊂ P (V ) × P (V ∗) elles-
meˆmes. Tout d’abord, on observe que chacune d’entre elle transite en fait par une
application de Ss,u dans X , ou` Ss (respectivement Su) est l’espace des feuilles
stables (respectivement instables) du flot ge´ode´sique sur le fibre´ unitaire tangent
au disque de Poincare´ (rappelons que L
s,u
sont des reveˆtements doubles de Ss,u).
Les cercles Ss,u s’identifient l’un comme l’autre a` la droite projective RP 1. Nous
noterons encore f¯s,u les applications de Ss,u ≈ RP 1 dans X ainsi obtenues.
Comme nous l’avons vu lors du premier chapitre de ce me´moire les espaces de
feuilles Ss,u sont canoniquement identifiables : pour toute feuille stable s ∈ Ss,
l’ensemble des feuilles instables qu’elle rencontre est le comple´mentaire dans Su
d’une feuille instable α(s).
Lemme 9.8. L’application f¯s est la composition f¯u ◦ α.
Preuve Soit s un e´le´ment de Ss ; il est clair que l’image de Su \ {α(s)} est le
comple´mentaire de f¯u(α(s)) dans Λ. On observe par ailleurs que f¯s(s) ne peut
appartenir a` cette image : en effet, s’il existe u dans Su \ {α(s)} dont l’image
par f¯u vaut f¯s(s), l’image de (s, u) ∈ QΦ par f¯ serait un e´le´ment de X ×X de la
forme (x, x), ce qui est impossible puisqu’il doit appartenir a` l’image du plongement
canonique de Y dans X×X - en particulier, dans le comple´mentaire de la diagonale.
Cet argument peut paraitre embrouille´ et obscur au lecteur n’ayant pas encore
assimile´ de manie`re satisfaisante les objets ge´ome´triques en jeu. Disons donc en
re´sume´ que le lemme s’obtient du fait que pour toute paire (s, u) dans QΦ ⊂ Ss×Su,
les drapeaux f¯s(s) et f¯u(u) doivent pouvoir se relever en un e´le´ment de Y .
Nous notons ηs,u, ηs,u∗ les compositions de f¯
s,u avec les projections de X sur
P (V ) et P (V ∗).
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Lemme 9.9. Les applications ηs,u : Ss,u → P (V ), et les applications ηs,u∗ :
Ss,u → P (V ∗) sont injectives.
Preuve Nous ne conside´rons que le cas de l’application ηs∗, les autres se traitent de
la meˆme manie`re. Soient s, s′ deux e´le´ments de Ss admettant la meˆme image par
ηs. Supposons que s et s′ soient distincts ; le couple (s, u), avec u = α(s′), repre´sente
alors une orbite du flot ge´ode´sique du disque de Poincare´, dont l’image par f¯ doit
appartenir a` Y ⊂ X × X . Or, d’apre`s le lemme 9.8, cette image est l’e´le´ment
(f¯s(s), f¯s(s′)) de X ×X . Rappelons que, comme tout e´le´ment de X , f¯s(s) est une
paire ([u], [u∗]), et f¯s(s′) est une paire ([v], [v∗]), ve´rifiant 〈u | u∗〉 = 〈v | v∗〉 = 0.
Mais, par hypothe`se, les projections [u] et [v] de f¯s(s) et de f¯s(s′) sont e´gales.
En particulier, nous avons 〈u | v∗〉 = 0 (ainsi que 〈v | u∗〉 = 0). Ceci contredit la
description du plongement de Y dans X ×X .
Nous notons L l’image de ηs (qui est aussi celle de ηu) et L∗ celle de ηs∗ (qui est
aussi celle de ηu∗ ). D’apre`s ce qui pre´ce`de, ce sont l’une comme l’autre des courbes
ferme´es simples.
Lemme 9.10. La courbe limite Λ est l’ensemble des paires ([v], [v∗]) ou` [v] ap-
partient a` L, et [v∗] a` L∗.
Preuve Un des sens est clair. A` l’inverse, soit ([v], [v∗]) un e´le´ment de X pour
lequel [v] et [v∗] appartiennent respectivement a` L, L∗. Soit s l’e´le´ment de Ss dont
l’image par ηs soit [v], et u l’e´le´ment de Su dont l’image par ηu soit [v∗].
Supposons que u ne soit pas e´gal a` α(s). Alors, la paire (s, u) appartient a`
QΦ, ce qui montre que (f¯s(s), f¯u(u)) appartient a` l’ouvert Y de X ×X . Or, nous
avons choisi s et u de sorte que leurs images respectives par f¯s, f¯u soient de la
forme ([v], [w∗]) et ([w], [v∗]). Ceci contredit la description du plongement de Y
dans X ×X , puisque 〈v | v∗〉 est ici nul.
Donc, u est e´gal a` α(s). Son image par f¯u est, d’apre`s le lemme 9.8, le point
f¯s(s). Sa projection sur P (V ) est donc ηs(s) = [v]. Comme nous l’avons choisi de
sorte que sa projection sur P (V ∗) soit [v∗], on obtient que f¯u(u) vaut ([v], [v∗]), ce
qui montre bien que ([v], [v∗]) appartient a` Λ.
En combinant ce lemme avec le lemme 9.9, on obtient :
Corollaire 9.11. Toutes les droites projectives de P (V ) appartenant a` L∗
rencontrent L en un et un seul point.
L’e´nonce´ dual, ou` les roˆles de L et de L∗ sont e´change´s, est bien suˆr tout aussi
vrai. Il s’en suit que le lemme ci-dessus peut eˆtre comple´te´ par :
Corollaire 9.12. Pour tout point [u] de L, il existe une et une seule droite
projective de P (V ) appartenant a` L∗ et contenant [u].
Corollaire 9.13. La courbe L (respectivement L∗) est l’adhe´rence des points
fixes attractifs dans P (V ) (resp. P (V ∗)) d’e´le´ments de ρ(Γ¯) (resp. ρ∗(Γ¯)).
Remarque 9.14. Bien entendu, les courbes fractales L, L∗ dans le cas ou` ρ est
la restriction de ρ0 a` Γ¯ ⊂ H sont les droites projectives L0, L
∗
0.
Notons qu’on peut e´tendre la de´finition des tores T0, T
∗
0 et de l’ouvert Ω0 dans le
cas ge´ne´ral : on de´finit T (respectivement T ∗) comme e´tant le tore topologique forme´
des drapeaux ([u], [u∗]) avec [u] appartenant a` L (respectivement [u∗] appartenant
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a` L∗), et Ω est de´fini comme e´tant le comple´mentaire dans X de l’union T ∪ T ∗.
La` encore, Λ est l’intersection T ∩ T ∗, et le comple´mentaire de Λ dans chacun de
ces tores de´finit deux anneaux ρ(γ¯)-invariants A et A∗.
Remarque 9.15. Remarquons que l’e´tude ci-dessus est valable pour toute
repre´sentation (G, Y )-Anosov ρ, pas ne´cessairement celles proches de la repre´senta-
tion ρ0 introduite au § pre´ce´dent. En particulier, elle s’applique aux repre´sentations
de groupes de surfaces dans la composante de Hitchin (voir remarque 7.16). Dans
ce contexte, la courbe ferme´e simple est le bord de l’ouvert convexe ρ(Γ¯)-invariant,
et L∗ est le bord du convexe dual - c’est aussi l’ensemble des droites projectives
tangentes a` L. L’ouvert Ω admet dans ce cas trois composantes connexes :
– une composante qui est l’ensemble des drapeaux ([v], [v∗]) ou` [v] est dans
l’ouvert convexe ρ(Γ¯)-invariant de P (V ) : cette composante s’identifie au projectifie´
de l’espace tangent a` l’ouvert convexe invariant,
– une composante qui est l’ensemble des drapeaux ([v], [v∗]) ou` [v∗] est dans
l’ouvert convexe ρ∗(Γ¯)-invariant C de P (V ∗) : cette composante s’identifie au pro-
jectifie´ de l’espace tangent a` l’ouvert convexe invariant dual C∗,
– enfin, une composante qui est l’ensemble des drapeaux ([v], [v∗]) ou` [v] et
[v∗] sont dans les comple´mentaires dans P (V ), P (V ∗) des adhe´rences des convexes
invariants C et C∗.
La troisie`me composante est d’une certaine manie`re de nature lorentzienne.
En effet, lorsque les convexes C et C∗ sont des ellipses - et donc ρ a` valeurs dans
SO(1, 2) - elle s’identifie canoniquement a` l’espace des directions de type temps de
l’espace de Sitter.
9.3.3. De´formations a` courbe limite Λ constante. Une premie`re de´for-
mation possible consiste a` de´former la repre´sentation ρ0 : Γ¯ → G le long de ϕ
t selon
un morphisme u : Γ¯ → R. Plus pre´cise´mment, notons ρu : Γ¯ → G de´finie par :
ρu(γ) = ϕ
u(γ) ◦ ρ0(γ)
Rappelons que l’inclusion Γ¯ ⊂ H de´finit une norme - la norme stable - sur
H1(Γ¯, Z) (cf. § 2.2.4) :
The´ore`me 9.16. L’action de ρu(Γ¯) sur Ω0 est libre et proprement discontinue
si et seulement si la norme stable de u est strictement infe´rieure a` 1/2.
Preuve Ceci est une reformulation du § 2.2.4 et en particulier, du The´ore`me 3.4
de [170]. C’est aussi un cas particulier du The´ore`me 9.24 ci-dessous - mais, a` vrai
dire, en de´montrant ce The´ore`me, nous admettrons le The´ore`me 9.16.
Nous notons M(ρu) le quotient de Ω0 par ρu(Γ¯). C’est une varie´te´ drapeau. Le
flot ϕt commute encore a` l’action de ρu(Γ¯) sur Ω0, et induit un flot sur la varie´te´
M(ρu). Il est imme´diat de voir que ce flot est pre´cise´mment (un reveˆtement double
d’) un flot d’Anosov De´sarguien, dont les feuilletages forts sont les feuilletages
tautologiques de la varie´te´ drapeaux.
La` encore, cette description recoupe celle ope´re´e a` la remarque 5.19, et les
anneaux ρ0(Γ¯)-invariants A0, A
∗
0 s’identifient de manie`re e´quivariante aux espaces
de feuilles stable et instable forts de ce flot d’Anosov (cf. § 5.2).
The´ore`me 9.17. La repre´sentation ρu est (G, Y )-Anosov si et seulement si la
norme stable de u est strictement infe´rieure a` 1/2.
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Remarque 9.18. Dans ce cas, la courbe limite invariante dans X est bien suˆr
Λ0.
Preuve Montrer que la repre´sentation est (G, Y )-Anosov de`s que la norme stable
est strictement infe´rieure a` 1/2 ne pose pas de se´rieux proble`me : comme nous
l’avons vu, l’application f : H → Y qui exprime le caracte`re Anosov de ρ0 est
l’application qui envoie h sur ([ρ0(h)e1], [e2], [ρ0(h)e3]). Or, ϕ
t agit trivialement sur
[e2] et sur la droite projective [e
∗
2] qui contient tous les [ρ0(h)e1] et [ρ0(h)e3]. Cette
meˆme application f est donc toujours e´quivariante pour l’action au but de´finie par
ρu. Il n’y a donc qu’a` ve´rifier que cette application induit bien un ferme´ hyperbolique
invariant dans le Y -fibre´ plat au dessus de M tant que la norme stable de u est
infe´rieure a` 1/2, ce qui ne pose pas de difficulte´, nous le laissons au lecteur.
Supposons maintenant que ρu soit (G, Y )-Anosov : la courbe invariante Λ doit
eˆtre l’adhe´rence de l’ensemble des points fixes attractifs de ρu(Γ¯), elle contient donc
en particulier l’adhe´rence des points fixes attractifs de ρu([Γ¯, Γ¯]) (sous-groupe des
commutateurs). Or, l’image de [Γ¯, Γ¯] par ρu est e´gale a` son image par ρ0, et les
points fixes dans RP 1 de commutateurs de Γ¯ sont denses dans RP 1 : on en de´duit
que Λ est ne´cessairement Λ0.
Or, il est facile de voir que si la norme stable de u est strictement plus grande
que 1/2, il existe un e´le´ment de Γ¯ dont l’image par ρu est un e´le´ment proximal
qui admet comme point fixe attractif dans P (V ) le point [e2]. En particulier, le
point fixe attractif de cet e´le´ment du groupe d’holonomie n’appartient pas a` Λ,
ce qui est absurde. Donc, la norme stable de u est infe´rieure a` 1/2, et comme la
proprie´te´ d’eˆtre (G, Y )-Anosov est une proprie´te´ ouverte, cette norme stable doit
ne´cessairement eˆtre strictement infe´rieure a` 1/2.
9.3.4. De´formations a` L0 constante. Dans [24], j’ai e´tudie´ certaines de´-
formations de ρu (avec u de norme stable infe´rieure a` 1/2), celles pour lesquelles,
pour parler vite, L∗0 ne change pas. De manie`re plus pre´cise, j’ai e´tudie´ les repre´senta-
tions ρ : Γ¯ → G de la forme suivante :
ρ(γ) =











est un morphisme a` valeur dans
SL(2, R),
– l’application u : Γ¯ → R est un morphisme de norme stable (relativement a`
ρλ) strictement infe´rieure a` 1/2.
On observe que sous ces hypothe`ses, le point [e2] est fixe´ par tous les e´le´ments
du groupe, et plus pre´cise´ment, est un point fixe de type selle de ρ(γ) pour tout γ
non-trivial. C’est d’ailleurs une manie`re e´quivalente de de´finir ces repre´sentations
(voir la section 2 de [170]). J’ai appele´ dans [24] ces actions actions hyperboliques.
Un des re´sultats principaux est :
The´ore`me 9.19 (The´ore`me A de [24]). L’action de ρ(Γ) sur P (V ) pre´serve
une courbe ferme´e simple continue L. Cette courbe n’est pas Lipschitz continue,
sauf si c’est une droite projective.
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C’est en m’attaquant a` la re´daction de ce me´moire que j’ai re´alise´ que ce re´sultat
se retrouve aise´ment (du moins, l’existence de L) graˆce a` la notion de repre´sentations
(G, Y )-Anosov. En effet :
Lemme 9.20. Les repre´sentations hyperboliques comme de´finies ci-dessus sont
(G, Y )-Anosov.
Preuve Si les applications µ et ν sont nulles, ceci de´coule du The´ore`me 9.17. On
observe ensuite qu’en conjuguant au but la repre´sentation par ϕt avec t suffisam-
ment grand, on peut rendre la repre´sentation aussi proche que l’on veut d’une
repre´sentation du meˆme type, avec le meˆme ρλ et le meˆme morphisme u, mais
pour laquelle µ et ν sont identiquement nulles. On conclut graˆce a` la stabilite´ des
repre´sentations (G, Y )-Anosov.
On obtient donc sans effort (une fois avoir longuement disserte´ sur les repre´sen-
tations Anosov !) l’existence de la courbe invariante L. Bien suˆr, la courbe L∗ de
P (V ∗) est tout simplement la droite projective invariante [e2]. On de´finit bien suˆr
aussi l’ouvert Ω de X , forme´, rappelons-le, des drapeaux ([v], [v∗]) avec [v] /∈ L et
[v∗] /∈ [e2].
The´ore`me 9.21. L’action de ρ(Γ¯) sur Ω est libre et proprement discontinue.
Preuve Il s’agit de la Proposition 4.19 de [24]. C’est aussi un cas particulier du
The´ore`me 9.24 plus loin.
Dans [24], nous avons attribue´ a` la varie´te´ drapeau quotient de cette action le
nom de Goldman (Goldman flag manifold) pour une raison que nous indiquerons
au § 9.3.6.
Remarque 9.22. Dans [24], la preuve que nous avons donne´ du The´ore`me 9.21
inclut une preuve comple`te du The´ore`me 9.16, et donc e´galement du The´ore`me 3.4
de [170].
Remarque 9.23. On peut conside´rer des repre´sentations semblables aux re-
pre´sentations hyperboliques, de´finies elles-aussi par des morphismes ρλ et u, mais
sans imposer a priori de condition sur u. Mais il est facile de voir alors que ce type
de repre´sentation n’est (G, Y )-Anosov que justement dans le cas ou` la norme stable
de u est strictement infe´rieure a` 1/2.
9.3.5. Proprete´ de l’action des repre´sentations (G, Y )-Anosov.
The´ore`me 9.24. Soit ρ : Γ¯ → G une repre´sentation (G, Y )-Anosov. Soit Ω
l’ouvert de X associe´. Alors, l’action de Γ¯ sur Ω de´finie par ρ est libre et proprement
discontinue.
Preuve Les ρ(γ) sont loxodromiques ; leurs points fixes dans X sont de la forme
([u], [u∗]) ou` soit [u] appartient a` L, soit [u∗] appartient a` L∗. Aucun d’entre eux
n’appartient donc a` Ω.
Montrons que l’action est proprement discontinue. Comme ρ(Γ¯) est discret, il
s’agit de de´montrer qu’il n’existe pas de suite d’e´le´ments γn de Γ¯, ainsi qu’une suite
de points ([un], [u
∗
n]) de Ω ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(1) La suite γn s’e´chappe de tout compact de Γ¯,
(2) les ([un], [u
∗
n]) convergent vers un point ([u¯], [u¯
∗]) de X ,
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(3) les images ρ(γn)([un], [u
∗
n]) = ([vn], [v
∗
n]) convergent vers un point ([v¯], [v¯
∗])
de X ,
On raisonne par l’absurde en supposant l’existence d’une telle donne´e. On note
gn = ρ(γn).
On munit V de la norme euclidienne poour laquelle ([e1], [e2], [e3]) est une base
orthonormale. Cette norme induit sur G une norme, la norme d’ope´rateurs, que
l’on note ‖. On note aussi A la sphe`re unite´ de cette norme.
Conside´rons les de´compositions de Cartan de gn, g
∗
n (rappelons que g
∗ de´signe
l’inverse de la transpose´e de g et exprime l’action duale de g sur V ∗) :
gn = kn















n les quotients de gn, g
∗
n par leurs normes : ce sont des e´le´ments
de A, dont la compacite´ assure (a` extraction d’une sous-suite pre`s) l’existence de
limites g¯, g¯∗ dans A. Notons I l’image de g¯, I∗ celle de g¯
∗, K le noyau de g¯ et K∗
celui de g¯∗. On notera [I ], [K], [I∗] et [K∗] leurs projections dans P (V ), P (V
∗).
Enfin, on note I⊥, K⊥ ⊂ V ∗ et K⊥∗ , I
⊥
∗ ⊂ V les sous-espaces vectoriels duaux, et
[I⊥], [K⊥], . . . les projections dans les espaces projectifs.
Comme les gn sont de de´terminant 1, le point (1) ci-dessus implique que les
normes ‖gn‖ et ‖g
∗
n‖ tendent vers +∞. On en de´duit, si g¯
t de´signe la matrice
transpose´e de g¯, les e´galite´s suivantes :
g¯t ◦ g¯∗ = 0 = g¯∗ ◦ g¯t
Donc :
I∗ ⊂ I
⊥, K⊥ ⊂ K∗
Comme les actions de gn et de g¯n sur P (V ) coincident, ainsi que celles de g
∗
n
et de g¯∗n sur P (V
∗), nous avons :
Lemme 9.25. Les applications g¯n convergent uniforme´ment sur les compacts
de P (V ) \ [K] vers la restriction de g¯. De meˆme, les applications g¯n convergent
uniforme´ment sur les compacts de P (V ∗) \ [K∗] vers la restriction de g¯
∗.
Remarque 9.26. L’image de la restriction de g¯ a` P (V ) \ [K] est [I ] ; celle de
la restriction de g¯∗ a` P (V ∗) \ [K∗] est [I∗].
En fait, comme la norme de gn tend vers +∞, on obtient que, si k¯ et l¯ de´signe
les limites de k¯n, l¯n, les matrices g¯ et g¯
∗ sont de la forme :
g¯ = k¯

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g¯∗ = k¯





ou` λ¯, ν¯ sont des re´els strictement positifs, et µ¯, µ¯′ sont des re´els positifs ou
nuls.
Lemme 9.27. Les re´els µ¯ et µ¯′ sont tous les deux nuls.
Preuve Supposons que l’un d’entre eux est non-nul, disons µ¯. Alors, K est tout
simplement la droite engendre´e par l¯(e3). L’inclusion K
⊥ ⊂ K∗ montre alors que
K∗ est de dimension 2. Il s’ensuit que I∗ est de dimension 1. Les inclusions sont
donc des e´galite´s :
I∗ = I
⊥, K⊥ = K∗
Fait 1 : [K] appartient a` la courbe invariante L. Sinon, la courbe gn-invariante
L est contenue dans P (V ) \ [K], ce qui, au vu du lemme 9.25, implique qu’elle soit
e´gale a` la droite projective [I ]. Donc, [K] n’appartient pas a` [I ]. Conside´rons un petit
disque ouvert D contenant [K], mais d’adhe´rence disjointe de [I ]. En appliquant a`
nouveau le lemme 9.25, on obtient que l’union des ite´re´s gnD de ce disque recouvre
tout P (V )\[I ]. Un de ces ite´re´s contient donc l’adhe´rence de D, ce qui montre que D
contient le point fixe attractif de g−1n . Comme D est arbitrairement petit, on obtient
que [K] est limite de points fixes attractifs d’e´le´ments du groupe d’holonomie :
d’apre`s le corollaire 9.13, il appartient a` L. Contradiction.
Fait 1′ : le point [I∗] appartient a` L
∗. De´monstration comple`tement analogue :
conside´rer la suite inverse (g∗n)
−1 pour montrer que si [I∗] n’est pas dans L∗, alors
L∗ est la droite projective [K∗], puis en de´duire une contradiction montrant que
[I∗] est la limite des points fixes attractifs de g
∗
n.
Fait 2 : La courbe L est une droite projective contenant [K]. En effet, d’apre`s le
Fait 1′, la droite [I ] est un e´le´ment de L∗. D’apre`s le corollaire 9.11, elle rencontre L
en un et un seul point [p]. Par ailleurs, les fibres de l’application g¯ sur P (V )\[K] sont
des droites projectives contenant [K], prive´e de ce point. Le lemme 9.25 implique
que L \ [K] est contenu dans une de ces fibres, ce qui montre le Fait 2.
Fait 2′ : la courbe L∗ est une droite projective contenant [I∗] La preuve est
encore analogue, seul me´rite un commentaire la description de la dynamique de
(g∗n)
−1 = gtn sur P (V
∗) ne´cessaire pour reproduire l’argument : noter que (g∗n)
−1
est la matrice :
ln





On divise ces matrices par leurs normes ; la limite pour n 7→ +∞ est alors :
g¯t = l¯





Comme µ¯ 6= 0, on obtient la` encore que les fibres de g¯t sur P (V ∗) \ [I∗] sont
des droites projectives prive´es de [I∗]. On peut donc reproduire la preuve du Fait
2.
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Conclusion. Les courbes ρ(Γ¯)-invariantes sont donc des droites projectives, ce
qui montre que le groupe d’holonomie pre´serve une droite projective L, et un point
[p0] = (L
∗)⊥. Observons que d’apre`s le corollaire 9.12, le point [p0] n’appartient
pas a` L. Ceci signifie que, dans une base convenable de V les e´le´ments du groupe
d’holonomie s’e´crivent sous la forme :
ρ(γ) =











est un morphisme a` valeur dans
SL(2, R),
– l’application u : Γ¯ → R est un morphisme.




3), la courbe L est la projection du plan
engendre´ par e′1 et e
′
3, et le point [p0] est [e
′
2]. Il est facile de montrer
2 que, comme
tous les e´le´ments de ρ(Γ¯) ont leurs points fixes attractifs dans L, la norme stable
(relativement a` ρλ) de u est strictement infe´rieure a` 1/2.
D’apre`s le The´ore`me 9.16, on sait que l’action de ρ¯(Γ) est libre et proprement
discontinue - mais, du point de vue strictement logique, nous sommes ici en train de
de´montrer le lemme 9.27, ce qui, dans ce contexte, est un re´sultat interme´diaire dans
[170] : en effet, si l(γ) de´signe comme dans [170] le logarithme du rayon spectral
de la matrice diagonale apparaissant dans la de´composition de Cartan de γ dans
SL(2, R), les logarithmes des coefficients λn, µn et νn sont, modulo une constante
additive commune, les quantite´s u(γn) + l(γn), u(γn) et u(γn)− l(γn). Or, dans la
preuve du The´ore`me 3.4 de [170], il est montre´ que les quantite´s l(γn) − |u(γn)|
tendent vers +∞, ce qui montre pre´cise´ment la nullite´ de µ¯.
Poursuivons la preuve du The´ore`me 9.24, maintenant que nous avons de´mon-
tre´ le lemme 9.27. Nous savons alors que [K] est une droite projective de P (V ), que
[I ] est un point de P (V ). De manie`re analogue, [K∗] est une droite projective de
P (V ∗), tandis que [I∗] est un point de P (V
∗).
Lemme 9.28. Les points [I ] et [I∗] appartiennent respectivement a` L et L
∗.
Preuve Supposons que [I ] n’appartient pas a` L. Alors, d’apre`s le lemme 9.25, et
par invariance de L, on obtient que L est contenu dans la droite projective [K],
et lui est donc e´gal. En raisonnant exactement de la meˆme manie`re que lors de la
preuve du Fait 1 du lemme 9.27, on obtient que [I ] est la limite des points fixes
attractifs des ρ(Γ¯), ce qui aboutit ici aussi a` une contradiction.
L’appartenance de [I∗] a` L
∗ se de´montre de la meˆme manie`re.
Lemme 9.29. Les points [K⊥] et [K⊥∗ ] appartiennent respectivement a` L
∗, L.
Preuve Il y a une syme´trie du proble`me que nous n’avons pas encore utilise´e, et
c’est le moment de le faire : on peut e´changer les roˆles de ([u¯], [u¯∗]) et ([v¯], [v¯∗]), et
inverser les γn. Ceci revient a` conside´rer les inverses de gn et de g
∗
n ; notons hn et
h∗n ces inverses (dans le but d’alle´ger les notations). Nous avons :
2C’est l’argument principal de la preuve du The´ore`me 9.17.
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hn = ln











On obtient ainsi que l’image de la limite dans A des h¯n (c’est-a`-dire des hn
divise´s par leur norme) est :
h¯ = l¯





L’image de h¯ est donc engendre´e par l¯e3. Or, au vu de son expression, le noyau
K∗ de g¯




∗ est la droite engendre´e
par l¯e3, ce qui montre que K
⊥
∗ est l’image de h¯. Comme le lemme 9.28 s’applique
a` h¯, on obtient comme voulu que [K⊥∗ ] appartient a` L.
L’appartenance de [K⊥] a` L∗ s’obtient en appliquant le lemme 9.28 a` h¯∗.
Nous sommes enfin en mesure de conclure. Comme [v¯] n’appartient pas a` L
(car ([v¯], [v¯∗]) appartient a` Ω), et n’est donc pas e´gal a` [I ], le lemme 9.25 implique
que [u¯] appartient a` [K]. De meˆme, [u¯∗] doit appartenir a` [K∗].
Faisons le bilan :
– la droite projective [K∗] de P (V
∗) contient les points [u¯∗] et [K⊥] (car K⊥ ⊂
K∗),
– la droite projective [u¯⊥] de P (V ∗) contient elle aussi [u¯∗] (car 〈u¯ | u¯∗〉 = 0)
et [K⊥] (puisque nous venons de montrer que [u¯] appartient a` [K]).
Or, comme [u¯∗] n’appartient pas a` L∗, le lemme 9.29 montre qu’il n’est pas e´gal
a` [K⊥]. Comme deux droites projectives de P (V ∗) ayant deux points distincts en
commun sont e´gales, on en de´duit que [K∗] et [u¯
⊥] sont e´gales. En d’autres termes,
[u¯] est e´gal a` [K⊥∗ ], et appartient donc a` L d’apre`s le lemme 9.29. Contradiction.
Remarque 9.30. Le The´ore`me 9.24 est valable pour toutes les repre´sentations
(G, Y )-Anosov de groupes de surfaces, y compris ceux apparteanant a` la composante
de Hitchin, c’est-a`-dire, pre´servant un ouvert convexe C. On retrouve alors un
re´sultat bien connu de proprete´ de l’action sur le projectifie´ du fibre´ tangent a`
C, mais aussi sur le “fibre´ des directions de type temps” au-dessus du ruban de
Mo¨bius P (V ) \ C (voir remarque 9.15, comparer aussi avec la remarque 1.43 et la
proposition 1.44).
On peut le´gitimement s’interroger sur les ge´ne´rations possibles du The´ore`me
9.24 pour des repre´sentations (G, Y )-Anosov pour d’autres couples (G, Y ) ? Il s’e´tend
en effet par exemple de manie`re e´vidente dans le cas des repre´sentations quasi-
fuchsiennes, i.e., du couple (G, Y ) = (PSL(2, C), CP 1 × CP 1 \ diag).
Remarque 9.31. Dans le remarquable article [175], R. Schwarz e´tudie des
actions particulie`res de PSL(2, Z) sur la varie´te´ drapeau X , et exhibe pour ces
actions des objets L, L∗ aux proprie´te´s comple`tement similaires a` celles que nous
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venons d’e´tablir3 : comparer nos corollaires 9.11, 9.12 avec le Theorem 3.3 de [175],
ainsi que notre The´ore`me 9.24 avec le Theorem 4.2 de [175]. On est ainsi tente´
de conside´rer ces repre´sentations comme e´tant elles aussi (G, Y )-Anosov. Du reste,
elles sont elles aussi des de´formations de la repre´sentation obtenue en composant
ρ0 : H → G avec l’inclusion de SL(2, Z) dans SL(2, R). Mais il y a une diffe´rence de
taille : PSL(2, Z) n’est pas un re´seau cocompact de PSL(2, R) ! Ceci sugge`re qu’il
est sans doute possible et pertinent d’e´tendre la notion de repre´sentations (G, Y )-
Anosov en ge´ne´ral a` des re´seaux de H qui ne soient pas ne´cessairement uniformes.
Il semble aussi pertinent de citer la dernie`re phrase e´crite par M. Kapovich dans
l’AMS review consacre´e a` [175] : One wonders if both4 constructions are part of
a more general machine for geometric construction of group actions on symmetric
spaces.
De´finition 9.32. Soit ρ : Γ¯ → G une repre´sentation (G, Y )-Anosov (pour le
couple (G, Y ) = (SL(V ), P (V ) × P (V ) × P (V ) \ {aligne´s})). On appelle varie´te´
drapeau Anosov le quotient par ρ(Γ¯) de l’ouvert Ω associe´.
9.3.6. E´tude des feuilletages tautologiques. A titre personnel, je me suis
inte´resse´ aux varie´te´s drapeaux dans le but de re´pondre a` une interrogation at-
tribue´e a` Goldman sous la forme suivante : est-il vrai que les flots de dimension
1 transversalement affines obtenus par de´formations de flots horocycliques (voir
lemme 7.9, § 5.2, § 7.4.6.4). J’ai re´pondu a` cette question dans [24] sous la forme
suivante :
The´ore`me 9.33 (The´ore`mes A et C de [24]). Le deuxie`me feuilletage tauto-
logique d’une varie´te´ drapeau de Goldman (i.e., une varie´te´ drapeau Anosov pour
laquelle la courbe invariante L est une droite projective, voir § 9.3.4) est topologi-
quement conjugue´ au feuilletage horocyclique d’un flot d’Anosov De´sarguien. Son
premier feuilletage tautologique est un flot transversalement affine qui n’est pas mi-
nimal (i.e., il existe une orbite qui n’est pas dense), sauf si la deuxie`me courbe
invariante L∗ est elle aussi une droite projective ; c’est alors un feuilletage horocy-
clique d’un flot d’Anosov De´sarguien.
Le deuxie`me feuilletage tautologique d’une telle varie´te´ est donc en parti-
culier uniquement ergodique, n’admet pas de feuille ferme´e, etc. . . . Notons que
l’e´quivalence topologique avec un feuilletage horocyclique n’est en ge´ne´ral que
Ho¨lder ; si elle est Lipschitz, c’est que les deux courbes L et L∗ sont des droites
projectives (Theorem A de [24]). J’ignore comple`tement si le premier feuilletage
tautologique d’une varie´te´ drapeau de Goldman peut admettre une feuille ferme´e,
si son entropie est positive, etc. . .
Bien suˆr, les question analogues se posent sur les varie´te´s drapeau Anosov qui
ne sont pas de Goldman. Par exemple :
Question : Est-ce que tout feuilletage tautologique d’une varie´te´ drapeau Ano-
sov est topologiquement e´quivalent a` un feuilletage tautologique d’une varie´te´ dra-
peau de Goldman ?
3Il y a une diffe´rence mineure : l’action sur X e´tudie´e dans [175] est une action par polarite´s,
c’est-a`-dire qu’elle contient des transformations projectives compose´es avec le flip ([v], [v∗]) 7→
([v⊥∗ ], [v
⊥]).
4Le terme “both” faisant re´fe´rence a` des travaux de W. Thurston sur des espaces de polye`dres.
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Il y a d’autres questions inte´ressantes, par exemple :
Question : Soient (L1, L
∗
1) et (L2, L
∗
2) deux paires de courbes limites inva-
riantes associe´es a` deux repre´sentations (G, Y )-Anosov diffe´rentes. Existe-t’il tou-
jours une repre´sentation (G, Y )-Anosov pour lesquelles les courbes limites inva-
riantes soient (L1, L
∗
2) ?
Pour finir, j’aimerai indiquer ici sans preuve (par manque de temps) un fait
remarquable qui montre que la dynamique sur les anneaux A et A∗ est extre´menent
sensible a` la repre´sentation :
The´ore`me 9.34. L’action de ρ(Γ¯) sur l’anneau ouvert A pre´serve une courbe
invariante si et seulement si la courbe limite L est une droite projective (la courbe
invariante sur A est alors l’ensemble des ([u], [u∗]) ou` [u] parcourt L, et ou` [u∗] est
un e´le´ment fixe de P (V ∗) correspondant justement a` la droite projective L).
Indiquons que ce The´ore`me se montre essentiellement avec les arguments em-
ploye´s au lemme 4.17 de [24]. Tout cela` sugge`re une autre question :
Question : Soient ρ1, ρ2 deux repre´sentations (G, Y )-Anosov d’un meˆme
groupe de surface Γ¯. Soient A1, A
∗
1 et A2, A
∗
2 les paires d’anneaux ouverts in-
variants. On suppose que l’action de Γ¯ sur A1 via ρ1 est topologiquement conjugue´e
a` celle sur A2 via ρ2, et que l’analogue pour les actions sur les anneaux duaux
A∗1, A
∗
2 soit vrai lui aussi. Ceci implique-t’il que les repre´sentations ρ1 et ρ2 sont
conjugue´es dans G = SL(V ) ?
CHAPITRE 10
Flots transversalement projectifs sur les fibre´s de
Seifert
Dans ce chapitre, je pre´sente mon article [25]. Je reproduis l’introduction de cet
article, qui convient particulie`rement pour ce me´moire, dans la premie`re section,
suivie d’une section de commentaires.
10.1. “Introduction”
“Nous nous inte´ressons aux feuilletages de dimension 1 sur les varie´te´s ferme´es
de dimension 3, munis d’une (PGL(3,R),RP 2)-structure transverse. Rappelons
que ceci signifie qu’on peut munir toutes les sections locales du feuilletage conside´re´
d’une structure projective re´elle, de sorte que l’application d’holonomie le long du
feuilletage entre deux telles sections s’exprime dans les coordonne´es projectives des
sections comme e´tant la restriction d’une transformation projective. Dans ce sujet,
les feuilletages-vedettes sont manifestement :
- les suspensions de transformations projectives d’une surface projective re´elle,
- les fibrations projectives : ce sont les feuilletages dont les feuilles sont les fibres
d’une fibration de Seifert au-dessus d’une orbifold munie d’une structure projective
re´elle,
- les feuilletages sous-tendus par les flots ge´ode´siques des surfaces riemanniennes
a` courbure ne´gative constante,
- les feuilletages horocycliques associe´s aux feuilletages ge´ode´siques ci-dessus.
Remarquons que tous ces exemples (a` part les suspensions) vivent sur des
varie´te´s de Seifert dont les groupes fondamentaux, dans les deux derniers cas,
ne sont pas re´solubles. La structure projective transverse pour les deux derniers
exemples n’est sans doute pas e´vidente. Nous en rappelons la construction a` la
section 2 ; nous y montrons meˆme que ce sont des cas particuliers au sein de deux
familles remarquables, que nous appelons ici feuilletages ge´ode´siques convexes , et
feuilletages horocycliques projectifs.
Le cas des suspensions est aujourd’hui bien compris, les structures projectives
re´elles sur les surfaces ferme´es e´tant classifie´es (cf. [67]). Par contre, nous sommes
encore loin de pre´tendre a` une comple`te compre´hension de tous les feuilletages
transversalement projectifs en dimension 3. Gardons cependant notre optimisme en
observant que l’analogue de ce programme a e´te´ atteint dans les cas des feuilletages
transversalement riemanniens ([54]), des feuilletages transversalement holomorphes
([51, 106]), ou encore des feuilletages munis d’une (SL(2,R),R2)-structure ([146]).
Dans [146], S. Matsumoto classifie e´galement les feuilletages de dimension
1 munis d’une structure transverse affine unimodulaire satisfaisant la proprie´te´
de rele`vement des chemins (”Homotopy Lifting property” dans [146]). Cette hy-
pothe`se signifie que l’espace des feuilles du releve´ du feuilletage dans le reveˆtement
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universel de la varie´te´ ambiante est se´pare´ au sens de Hausdorff. Elle n’est pas sa-
tisfaite par tous les feuilletages transversalement projectifs (conside´rer par exemple
le feuilletage induit par le famille des droites verticales de R3 dans la varie´te´ de
Hopf quotient de R3 \{0} par une homothe´tie). Elle est cependant ve´rifie´e par tous
les exemples e´voque´s ci-dessus. Le but de cet article est de montrer le fait inverse
lorsqu’on se restreint aux varie´te´s de Seifert :
The´ore`me Principal Soit M une varie´te´ de Seifert dont l’orbifold sous-jacente
est de caracte´ristique d’Euler ne´gative. Soit Φ un feuilletage sur M , muni d’une
(PGL(3,R),RP 2)-structure transverse, et satisfaisant la proprie´te´ de rele`vement
des chemins. Alors, a` reveˆtements finis pre`s, Φ est conjugue´ a` une fibration projec-
tive, a` un feuilletage ge´ode´sique convexe, ou a` un feuilletage horocyclique projectif,
la conjugaison respectant les structures projectives transverses.
Supposer que la caracte´ristique d’Euler de l’orbifold sous-jacente est stricte-
ment ne´gative n’est pas dramatique. Ceci revient a` supposer que le groupe fonda-
mental de la varie´te´ ambiante n’est pas (virtuellement) re´soluble. Les techniques
permettant de comprendre les flots transversalement projectifs satisfaisant la pro-
prie´te´ de rele`vement des chemins dans le cas ou` le groupe fondamental est re´soluble
sont aujourd’hui devenues folkloriques (voir par exemple [34], [73], [22]), meˆme si
ce programme n’a pas aujourd’hui e´te´ mene´ a` son terme. Dans cet article, nous
introduisons des me´thodes nouvelles.
Notons aussi que la conclusion du The´ore`me Principal peut aussi s’e´noncer
de la manie`re suivante : tout feuilletage ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me est
soit une fibration projective, soit le feuilletage radial d’une structure affine radiale
sur la varie´te´ ambiante M (cf. [22]), soit un feuilletage tautologique d’une struc-
ture de varie´te´ drapeau sur M (cf. [22], ou la section 2.2 a` suivre). C’est sous
cette forme qu’il est susceptible d’eˆtre ge´ne´ralise´ a` tous les feuilletages transversa-
lement projectifs sur les varie´te´s ferme´es de dimension 3, y compris peut-eˆtre ceux
qui ne satisfont pas la proprie´te´ de rele`vement des chemins. Pour que cet e´nonce´
soit correct, il faut cependant adjoindre une autre famille importante de feuille-
tages transversalement affines, les feuilletages de Hopf. Nous entendons par la` tout
feuilletage finiment reveˆtu par le re´sultat du quotient de R3 \ {0} par une transfor-
mation affine contractante A, le feuilletage en question e´tant le passage au quotient
du feuilletage par droites paralle`les a` une direction propre de A. Observons que
les feuilletages provenant de structures affines radiales ou de structures drapeaux
sur la varie´te´ ambiante, ou qui sont des feuilletages de Hopf forment un ouvert de
l’espace des feuilletages transversalement projectifs : cette observation provient du
the´ore`me de re´alisabilite´ essentiellement unique de toute de´formation du morphisme
d’holonomie (cf. [110]). Ce fait renforce la vraisemblance de l’e´nonce´ ge´ne´ral que
nous sugge´rons. De manie`re plus pre´cise, si cet e´nonce´ s’ave`re errone´, ceci signifie
l’existence de feuilletages transversalement projectifs radicalement nouveaux dont
nous ne soupc¸onnons pas encore l’existence. Indiquons aussi que d’apre`s la classifi-
cation des varie´te´s affines radiales ([68]), les feuilletages radiaux sont pre´cise´ment
les suspensions d’automorphismes projectifs de surfaces ferme´es.
Nous de´crivons maintenant l’organisation de cet article : la section 2 de´crit
les feuilletages mode`les, i.e. les fibrations projectives, les feuilletages ge´ode´siques
convexes et les feuilletages horocycliques projectifs. A` la section 3, nous introduisons
les notations, et e´tablissons quelques re´sultats techniques qui seront utilise´s par la
suite. Nous nous donnons d’ores et de´ja` un feuilletage transversalement projectif
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(M, Φ) satisfaisant les hypothe`ses du The´ore`me Principal, le reste de l’article visant
a` montrer qu’il en ve´rifie les conclusions. Nous appelons QΦ l’espace des feuilles
du releve´ de Φ dans le reveˆtement universel M˜ de M . Par hypothe`se, QΦ est
Hausdorff ; on en de´duit aise´ment qu’il est home´omorphe a` R2. L’action de Γ,
groupe fondamental de M , i.e. groupe des automorphismes de reveˆtement de M˜ ,
passe au quotient en une action du meˆme groupe sur QΦ. La structure projective
transverse a` Φ induit une structure projective Γ-invariante sur QΦ. Dans cette meˆme
section, nous montrons que Φ est isomorphe a` un des feuilletages mode`les de`s que
l’action de Γ sur QΦ est projectivement conjugue´e a` l’action analogue construite
a` partir d’un des feuilletages mode`les (Proposition 3.5). L’e´nonce´ du The´ore`me
Principal e´tant a` reveˆtements finis pre`s, on peut supposer que Φ est orientable
et transversalement orientable, ou encore que M soit une varie´te´ de Seifert sans
fibre singulie`re, i.e. un fibre´ en cercles. On note h un des deux e´le´ments de Γ qui
engendrent le centre de Γ, i.e. repre´sente´s par un lacet homotope au fibres du fibre´
en cercles M .
A` la section 4, nous montrons qu’a` indice fini pre`s, l’action par holonomie de h
sur le plan projectif est triviale (Corollaire 4.3). Ce re´sultat est analogue au re´sultat
principal de [94] dans notre contexte, mais la preuve est de nature entie`rement
diffe´rente. Elle utilise notamment la notion de feuilletages en cylindres (cf. [128]).
A` partir de la section 5, nous supposons que Φ n’est pas une fibration projective.
Nous y montrons que le noyau du morphisme d’holonomie est engendre´ par h.
(Proposition 5.1). On y montre e´galement que le quotient de l’action de ce noyau
sur QΦ est un anneau, que nous notons AΦ. L’action de Γ passe donc au quotient
en une action d’un groupe de surface Γ¯ sur AΦ. L’ide´e de conside´rer un tel anneau
quotient, dans un autre contexte, apparait de´ja` dans [94] et dans [58]. Ces deux
articles ont fortement influence´s le pre´sent travail.
A` la section 6, nous montrons que le groupe d’holonomie contient un e´le´ment
loxodromique, i.e. un e´le´ment de PGL(3,R) ≈ SL(3,R) dont les trois valeurs
propres sont re´elles et de valeurs absolues deux-a`-deux diffe´rentes. Cette preuve
est essentiellement fonde´e sur un the´ore`me de Y. Benoist selon lequel il suffit de
montrer que l’adhe´rence Zariski du groupe d’holonomie contient un tel e´le´ment
loxodromique. Nous notons γ0 un e´le´ment de Γ d’holonomie loxodromique.
L’e´tape suivante consiste a` comprendre la dynamique sur l’anneau AΦ de
l’e´le´ment loxodromique γ0. C’est l’objet de la section 7. Une manie`re simple de
construire une grande varie´te´ d’anneaux projectifs munis d’une transformation pro-
jective d’holonomie ρ(γ0) est la suivante : l’action sur le plan projectif de ρ(γ0)
admet trois points fixes, un de type attractif, un autre de type re´pulsif, le dernier
e´tant de type selle. Les droites projectives passant par deux de ces points fixes
sont elles-aussi globalement ρ(γ0)-invariantes ; elles sont au nombre de trois. Elles
de´coupent le plan projectif en quatre triangles ρ(γ0)-invariants (on suppose ici que
les valeurs propres de ρ(γ0) ont toutes le meˆme signe). Nous conside´rons ces tri-
angles comme les pie`ces d’un puzzle, pie`ces munies chacune d’une dynamique (la
restriction de ρ(γ0) au triangle). On peut recoller ces ρ(γ0)-triangles le long de leurs
bords, en convenant de ne recoller deux tels triangles que le long des areˆtes corres-
pondant a` une areˆte commune aux deux triangles dans RP 2. Partant d’un triangle
T1, on lui adjoint un triangle T2 (il y a trois possibilite´s). Par la suite, lorsqu’on a
construit une chaˆıne T1, . . . , Ti, on ajoute un triangle Ti+1 en prenant soin de ne
pas le recoller le long de l’areˆte commune a` Ti et Ti−1 : on a pour cela` deux choix
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possibles. A` certains moments, on peut recoller le triangle Tn au triangle initial T1
le long d’une areˆte qui ne correspond pas a` l’areˆte commune a` T1 et T2, ni a` l’areˆte
commune a` Tn et Tn−1. On obtient ainsi une guirlande de n triangles naturellement
munie d’une transformation projective d’holonomie ρ(γ0). Si une des areˆtes de re-
collement d’un triangle Ti correspond a` une areˆte joignant le point fixe attractif au
point fixe re´pulsif, nous sommes tenus de garder le triangle Ti complet (cf. lemme
7.14). Par contre, si ce n’est pas le cas, on peut tronquer le triangle et ne garder
qu’un secteur ρ(γ0)-invariant borde´ dans Ti par les deux areˆtes de recollement et
une orbite du flot dont ρ(γ0) est le temps 1. Convenons d’appeler dans cette intro-
duction guirlande de ρ(γ0)-secteurs un anneau (sans bord) union d’un nombre fini
de ρ(γ0)-triangles dont certains peuvent eˆtre tronque´s. Dans la figure 1, nous avons
dessine´ une guirlande de 12 secteurs, et, pour visualiser la dynamique, nous avons
repre´sente´ dans chaque secteur deux orbites du flot dont ρ(γ0) est le temps 1. Le
triangle apparaissant au centre ne provient que de la projection de la guirlande sur
la page : il n’appartient pas a` la guirlande.
La proposition 7.1 peut s’e´noncer sous la forme suivante : il existe un entier
k non-nul et un sous-anneau essentiel A(γ0) qui est γ0-invariant et qui est une
ρ(γk0 )-guirlande. Il est a` noter que cet anneau A(γ0) n’est pas Γ¯-invariant, bien au
contraire : c’est en e´tudiant les intersections de cet anneau avec ses Γ¯-ite´re´s que
l’on parvient a` l’identifier de manie`re plus fine, et par la` meˆme, a` obtenir la preuve
du The´ore`me Principal. C’est ce programme qui est mis en œuvre dans les sections
suivantes.
Dans la section 8, nous montrons que si le groupe d’holonomie, ou un de ses
sous-groupes d’indice fini, pre´serve un point ou une droite projective de RP 2, alors
la guirlande A(γ0) est obtenue en recollant syste´matiquement des secteurs le long
d’areˆtes qui admettent toutes comme extre´mite´ un repre´sentant du γ0-point fixe
de type selle. Il s’en suit que (M, Φ) est reveˆtement fini d’un feuilletage horocy-
clique projectif (Proposition 8.5). A` la section 9, nous traitons le cas fortement
irre´ductible, i.e. celui ou` justement aucun sous-groupe du groupe d’holonomie ne
pre´serve un point ou une droite. On y montre que, dans la guirlande A(γ0), tout
paquet de trois areˆtes de recollement successives contient une et une seule areˆte
reliant le point fixe re´pulsif au point fixe attractif. On en de´duit que le groupe
d’holonomie satisfait le crite`re de Y. Benoist assurant qu’il pre´serve un convexe
saillant du plan projectif (Corollaire 9.7). On en de´duit alors sans peine que (M, Φ)
est un reveˆtement fini d’un feuilletage ge´ode´sique convexe, ce qui cloˆt la preuve du
The´ore`me principal.
Ce texte doit beaucoup a` de nombreuses discussions avec D. Gaboriau. Je l’en
remercie chaleureusement. Je remercie aussi A. Zeghib pour son oreille attentive et
ses pre´cieuses remarques. Maintes ide´es pre´sentes dans ce texte ont e´te´ inspire´es
par [94] et [58].”
10.2. Commentaires
10.2.1. Feuilletages mode`les. Comme il est dit dans l’introduction ci-dessus,
le The´ore`me principal de [24] e´tablit que les seuls feuilletages transversalement HLP
sur des fibre´s de Seifert d’orbifold sous-jacente de caracte´ristique d’Euler ne´gative
sont :
– les fibrations projectives : il s’agit des (G, X)-fibrations de´finies au §7.4.6.1,
pour (G, X) = (SL(3, R), RP 2).
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– les feuilletages ge´ode´siques convexes,
– les feuilletages horocycliques projectifs.
Les deux derniers types de feuilletage mode`le sont, par de´finition, des feuille-
tages tautologiques de varie´te´s drapeaux (cf. § 7.4.6.5). Comme nous l’avons de´ja`
signale´ au § 7.4.6.5, nous appelons ici feuilletage ge´ode´sique le deuxie`me feuilletage
ge´ode´sique de la structure drapeau naturelle sur le projectifie´ du fibre´ tangent a`
ue surface projective re´elle, par feuilletage ge´ode´sique convexe, nous entendons le
cas ou` la surface projective re´elle est convexe au sens de § 7.4.4. On peut remar-
quer que, du point de vue topologique, ces flots sont tous (a` reveˆtements finis pre`s)
topologiquement e´quivalents a` des flots ge´ode´siques.
Par feuilletage horocyclique projectif, nous entendons le deuxie`me feuilletage
tautologique d’une varie´te´ drapeau de Goldman (cf. § 9.3.6). D’apre`s le The´ore`me
9.33, ces flots sont topologiquements e´quivalents aux flots horocycliques de flots
d’Anosov De´sarguiens.
Ainsi, en particulier, le premier feuilletage tautologique d’une varie´te´ drapeau
de Goldman n’est pas HLP, et pour toute varie´te´ drapeau Anosov qui n’est pas de
Goldman (ni son dual), aucun des feuilletages tautologiques n’est HLP.
10.2.2. Me´thodes. Dans la description de la preuve du The´ore`me principal
de [25] ci-dessus, nous retrouvons donc les arguments mis en avant au chapitre 8,
notamment, au § 8.2. De fait, les versions pre´liminaires de [25] portaient sur les
structures affines radiales sur les fibre´s de Seifert (dont les flots radiaux ve´rifient
toutes les hypothe`ses du The´ore`me Principal), et consistaient a` exclure les “anneaux
projectifs” espaces d’orbites de flots tautologiques de varie´te´s drapeaux. C’est du





.Il m’a e´te´ difficile de trouver le cryptarithme ade´quat pour cette ultime partie :
il a fallu pour se faire reque´rir la langue portugaise. Il est a` nouveau non parfait,
admettant deux solutions.
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Une forme biline´aire syme´trique sur un espace vectoriel de dimension n est non
de´ge´ne´re´e, de signature (−, +, +, . . . , +), si, dans une base convenable, la forme
quadratique associe´e s’exprime sous la forme :




2 + . . . x
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n
L’espace Rn e´quippe´ de la forme q1,n−1 ci-dessus est appele´ espace de Min-
kowski. Nous le notons R1,n−1.
Une varie´te´ lorentzienne est une varie´te´ M munie d’une me´trique lorentzienne
(de classe Cr), c’est-a`-dire, d’un 2-tenseur covariant (de classe Cr) syme´trique qui
se restreint a` chaque fibre du fibre´ tangent en une forme biline´aire symme´trique
non-de´ge´ne´re´e de signature (−, +, +, . . . , +). Nous noterons 〈v | w〉 son e´valuation
sur deux vecteurs v, w tangents a` M en un meˆme point, nous l’appelons produit
scalaire entre v et w. Lorsque M est de dimension n, insistant sur le caracte`re
lorentzien, et rejoignant la terminologie en cours chez les physiciens, nous parlons
de varie´te´ lorentzienne de dimension (n − 1, 1). Nous emploierons aussi le terme
espace-temps, bien que dans l’esprit celui-ci devrait eˆtre re´serve´ aux solutions de
l’e´quation d’Einstein1.
11.1.1. Type des vecteurs tangents. Une me´trique lorentzienne affecte a`
chaque vecteur tangent une quantite´ re´elle, que nous appelons sa “norme” (atten-
tion ; cette terminologie transpose´e telle quelle dans le contexte riemanien aboutit
au carre´ de la norme usuelle).
De´finition 11.1. Un vecteur de norme (strictement) ne´gative est dit de type
temps. Un vecteur de norme (strictement) positive est dit de type espace. Un vec-
teur non-nul de norme nulle est dit de type lumie`re. Enfin, un vecteur de type
temps ou lumie`re est dit de type causal.
De´finition 11.2. Une courbe de classe C1 est dite de type temps (respective-
ment spatiale, lumie`re, causale) si tous ses vecteurs tangents sont de type temps
(respectivement espace, lumie`re ou causal).
De´finition 11.3. Le temps propre d’une courbe causale c : [a, b] → M dans
une varie´te´ lorentzienne est l’inte´grale sur [a, b] de la racine carre´e de l’oppose´ de
la norme du vecteur tangent c′(t).
1Mais, somme toute, toute varie´te´ lorentzienne est solution de l’e´quation, d’Einstein, si le
tenseur d’e´nergie-impulsion n’est pas spe´cifie´.
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On peut remarquer que, comme la longueur d’une courbe calcule´e selon une
me´trique riemannienne ambiante, le temps propre d’une courbe causale ne de´pend
pas de son parame´trage.
Nous verrons plus loin que la notion de courbe causale s’e´tend a` des courbes
qui ne sont pas C1, ni-meˆme C1 par morceaux, mais seulement Lipschitz (voir
de´finition 11.10).
11.1.2. Orientations. Nous supposerons toujours que les varie´te´s conside´re´es
sont oriente´es, situation a` laquelle on peut toujours se ramener par un reveˆtement
double sans incidence sur les e´nonce´s que nous conside´rerons. Ceci e´tant, intervient
sur toute varie´te´ lorentzienne une autre notion d’orientabilite´ :
De´finition 11.4. Une orientation chronologique d’une varie´te´ lorentzienne est
un champ de vecteurs continu partout de type temps. Si un tel champ de vecteurs
existe, la varie´te´ lorentzienne est chronologiquement oriente´e.
En ve´rite´, au-dessus d’une varie´te´ lorentzienne M de dimension (n − 1, 1), le
fibre´ des directions de type temps est un sous-fibre´ de PTM dont les fibres sont
home´omorphes a` la boule ouverte de dimension n− 1 : il admet dont toujours une
section continue. Ceci implique d’une part qu’une varie´te´ M ne peut admettre une
me´trique lorentzienne que si sa caracte´ristique d’Euler est nulle - et un instant
de re´flexion, ainsi que l’existence d’une me´trique riemannienne sur toute varie´te´
montre que cette condition suffit. D’autre part, ceci implique que toute varie´te´
lorentzienne admet un reveˆtement double qui est chronologiquement oriente´ : il
suffit de prendre le reveˆtement des orientations du fibre´ en droite associe´ a` la section
choisie pre´ce´demment. La` encore, on ne perdra aucune ge´ne´ralite´ en se restreignant
aux varie´te´s lorentziennes chronologiquement oriente´es.
Soit η un champ de vecteurs continu de type temps.
De´finition 11.5. Un vecteur tangent v a` M en un point x de M de type causal
est η-oriente´ vers le futur si le produit scalaire 〈v | η(x)〉 est ne´gatif. Si ce produit
scalaire est positif, v est dit η-oriente´ vers le passe´.
Remarquons que si η′ est un autre champ de vecteurs de type temps, le produit
scalaire 〈η | η′〉 est partout non-nul. Lorsqu’il est ne´gatif, les vecteurs η-oriente´s
vers le futur sont exactement les vecteurs η′-oriente´s vers le futur : on dit que
η et η′ de´finissent la meˆme orientation chronologique. Une varie´te´ lorentzienne
chronologiquement orientable n’admet donc que deux orientations chronologiques,
oppose´es l’une a` l’autre.
Une fois fixe´e une orientation chronologique :
De´finition 11.6. Une courbe causale c : [a, b] → M de classe C1 est dite
oriente´e vers le futur (resp. vers le passe´) si tous ses vecteurs tangents sont oriente´s
vers le futur (resp. vers le passe´).
Remarquons que toute courbe causale est chronologiquement oriente´e, soit vers
le futur, soit vers le passe´. On peut ainsi distinguer parmi les deux extre´mite´s d’une
courbe causale celle qui est future de celle qui est passe´e.
11.1.3. Me´triques lorentziennes versus me´triques riemanniennes. Une
proprie´te´ importante satisfaite par les me´triques riemaniennes qui s’applique encore
aux me´triques lorentziennes est l’existence et l’unicite´ d’une connection compatible,
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dite de Levi-Civita : c’est la seule connection sans torsion pour laquelle le trans-
port paralle`le associe´ pre´serve la norme des vecteurs. On peut donc conside´rer la
courbure de cette connection, qui est appele´e la courbure de la varie´te´ lorentzienne.
On peut aussi de´finir les ge´ode´siques de la me´trique (ce sont celles de la connection
de Levi-Civita), ainsi que l’application exponentielle, qui est un diffe´omorphisme
local bien de´fini au voisinage de la section nulle. Mais il serait errone´ de penser que,
comme dans le cas riemannien, les ge´ode´siques de la connection sont les courbes
parame´tre´es qui minimisent localement l’e´nergie, i.e., l’inte´grale de la norme des
vecteurs tangents.
Cependant un e´nonce´ similaire reste vrai lorsqu’on se restreint aux courbes de
type temps : une ge´ode´sique de type temps entre deux points proches est, parmi
toutes les courbes causales reliant ces deux points, celle qui maximise la valeur ab-
solue du temps propre. Ce fait est classiquement divulgue´ sous la forme du paradoxe
des jumeaux de Langevin : un voyageur, quittant son fre`re jumeau, et qui subit des
acce´le´rations avant de rejoindre son fre`re dans un meˆme point de l’espace-temps,
sera au moment de la rencontre plus vieux que son fre`re si celui-ci s’est contente´ de
suivre sans effort une ge´ode´sique de l’espace-temps.
Bien e´videmment, comme dans le cas riemannien, cette caracte´risation des
ge´ode´siques n’est plus vraie lorsque les points relie´s sont e´loigne´s : il y a encore
une notion de points conjugue´s. Voir [33], [74], [161] pour plus de de´tails.
Une diffe´rence de taille entre le cas riemannien et le cas lorentzien est le fait que
le The´ore`me de Hopf-Rinow n’est pas valable dans le cas lorentzien : une varie´te´
lorentzienne compacte peut fort bien ne pas eˆtre ge´ode´siquement comple`te - c’est-
a`-dire, l’application exponentielle peut ne pas eˆtre de´finie sur tout le fibre´ tan-
gent. Une autre “pathologie” de la ge´ome´trie riemannienne est que le groupe des
isome´tries d’une varie´te´ lorentzienne peut fort bien ne pas agir proprement sur la
varie´te´.
Ces deux observations forment les obstacles essentiels qui empeˆchent d’e´tendre
au cas lorentzien maintes proprie´te´s des varie´te´s riemanniennes. Un bon moyen de
contourner ces obstacles, notamment en courbure constante2, est de mettre en jeu
la notion de causalite´.
11.2. Notions de causalite´
11.2.1. De l’origine et du destin. Dans une varie´te´ lorentzienne, on peut
conside´rer plusieurs notions de futur : par exemple, a` toute partie A, on peut asso-
cier l’ouvert forme´ des points extre´mite´s futures de courbes de type temps oriente´es
vers le futur issues d’un point de A. Mais la seule notion que nous conside´rerons
ici est la notion suivante, usuellement appele´e futur causal, que nous appelons ici
sobrement futur :
De´finition 11.7. Soit M une varie´te´ munie d’une me´trique lorentzienne. Le
futur F (A) d’une partie A de M est l’ensemble des points extre´mite´s futures de
courbes causales oriente´es vers le futur issues de points de A (en excluant les courbes
triviales re´duites a` un seul point). Le futur e´largi est l’union de A et de F (A).
On de´finit de manie`re comple`tement similaire le passe´ P (A) ; c’est le futur de
A pour l’orientation chronologique oppose´e. On peut aussi de´finir la notion de futur
est de passe´ relatif a` un ouvert :
2Ce sera l’objet principal de [31].
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De´finition 11.8. Soit U un ouvert d’une varie´te´ riemannienne (M, g), et A
une partie de M . Le futur (resp. passe´) de A relatif a` U est le futur (resp. passe´)
de A ∩ U pour la restriction de g a` U .
Il doit eˆtre clair qu’en ge´ne´ral le passe´ de A relatif a` U n’est pas l’intersection
entre U et le passe´ de A dans M !
De´finition 11.9. Un ensemble A est futur-convexe (resp. passe´-convexe) s’il
est e´gal a` son propre futur (resp. passe´).
On pourrait poursuivre bien loin ce genre de conside´rations, menant a` la notion
de “point ide´al” introduite par Geroch, Krokenheimer et Penrose (voir [100], [120]),
mais ce faisant nous sorterions de notre propos.
11.2.2. Courbes causales topologiques. Nous allons e´tendre comme pro-
mis pre´ce´demment la notion de courbe causale :
De´finition 11.10. L’image d’une application continue c : [a, b] → M est une
courbe causale (topologique) oriente´e vers le futur si pour tout temps t0 et tout
voisinage ouvert U de c(t0), il existe un voisinage I =]t0 − , t0 + [ tel que pour
tout t dans I on a :
– si t ≤ t0 : c(t) est dans le passe´ de c(t0) relatif a` U ,
– si t ≥ t0 : c(t) est dans le futur de c(t0) relatif a` U ,
Il n’est pas difficile de montrer qu’une telle courbe causale est toujours Lipschitz
(apre`s reparame´risation e´ventuelle). En effet, il suffit de le montrer dans l’espace
de Minkowski, puis de voir que si l’ouvert U est suffisament petit, il se plonge (non
isome´triquement !) dans Minkowski de sorte que toute courbe causale (topologique)
dans U se plonge dans Minkowski en une courbe causale.
De´finition 11.11. Une courbe causale c est inextensible si toute courbe causale
la contenant est e´gale a` c elle-meˆme.
En adaptant l’argument ci-dessus, on montre sans difficulte´ :
Proposition 11.12. Toute courbe causale est contenue dans une courbe causale
inextensible.
Remarque 11.13. La proposition serait fausse si on e´tait reste´e dans la cate´go-
rie C1 par morceaux. Elle s’obtient du fait que toute application Lipschitz sur un
ouvert d’un espace me´trique s’e´tend de manie`re Lipschitz sur l’adhe´rence. Voir [33]
pour plus de de´tails.
11.2.3. Hypersurfaces spatiales.
De´finition 11.14. Une hypersurface immerge´e dans une varie´te´ lorentzienne
est dite de type espace, ou encore spatiale, si les vecteurs dans l’image de la diffe´ren-
tielle de l’immersion sont de type espace.
11.2.3.1. Seconde forme fondamentale et courbure moyenne. Soit Σ une hyper-
surface spatiale plonge´e dans la varie´te´ lorentzienne chronologiquement oriente´e, et
n le champ de vecteur normal a` Σ. Notons ∇ la connection de M , et ∇ la connection
de la restriction de la me´trique a` Σ. Comme dans le cas riemannien, si X et Y sont
deux champs de vecteurs tangents a` Σ, la de´rive´e covariante ∇XY est la projection
orthogonale de ∇XY sur TΣ. On peut donc e´crire ∇XY = ∇XY + II(X, Y )n : le
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facteur II(X, Y ) = −〈∇XY | n〉 = 〈∇Xn | Y 〉 est un tenseur symme´trique appele´
deuxie`me forme fondamentale. L’ope´rateur Sx de TxM dans lui-meˆme de´fini par
〈SxX | Y 〉 = II(X, Y ) est appele´ shape operator, sa trace est la courbure moyenne
en x.
11.2.3.2. Voisinages tubulaires. Notons exp l’application exponentielle de ∇.
L’application de Σ×] − a, a[ dans M qui a` (x, t) associe expx(tn) est bien de´finie
pour a petit3, c’est meˆme un diffe´omorphisme sur son image, quitte a` diminuer
davantage a. De plus, d’apre`s le lemme de Gauss, les courbes t 7→ expx(tn) sont
orthogonales aux hypersurfaces x 7→ expx(tn). Il existe donc un voisinage ouvert
U ≈ Σ×]− a, a[ de Σ dans lequel la me´trique lorentzienne s’e´crit sous la forme :
gt − dt
2
ou` gt est une famille a` un parame`tre de me´triques riemanniennes sur Σ. Le
futur e´largi de Σ ≈ {t = 0} dans U est {t ≥ 0}, son passe´ e´largi est {t ≤ 0}.
11.2.3.3. Le Principe du Maximum.
Lemme 11.15. Soit Σ′ une hypersurface spatiale dans U contenue dans le futur
e´largi {t ≥ 0} de Σ. On suppose que Σ′ contient un point x de Σ : elle est donc
tangente a` Σ en x. Alors, la forme fondamentale II′ de Σ′ en x minore celle de Σ
en x0, i.e., pour tout X dans TxΣ ≈ TxΣ
′ ⊂ TxM , on a :
II′(X, X) ≤ II(X, X)
En particulier, la courbure moyenne de Σ′ en x est plus petite que celle de Σ
en x.
Remarque 11.16. Ce lemme met en e´vidence l’importance des conventions de
signe ! Pour faciliter la lecture, nous indiquons un cas particulier : dans l’espace
de Minkowski, les courbes de niveaux {q1,n−1 = −t
2} sont de courbure moyenne
constante−1/t : la convention de signe que nous avons adopte´ implique donc que ces
courbures sont en particulier ne´gatives, et croissent donc de −∞ vers 0 quand t va
de 0 vers +∞. En poussant verticalement par exemple {q1,n−1 = −1/4} jusqu’a` ce
qu’elle devienne contenue dans le futur {q1,n−1 ≤ −1} et tangente a` {q1,n−1 = −1}
en (1, 0, . . . , 0), on se convainc que les ine´galite´s dans le lemme 11.15 sont dans le
bon sens.
11.2.3.4. L’e´quation d’Einstein pose´e comme proble`me de Cauchy. La Relati-
vite´ Ge´ne´rale e´nonce qu’ une varie´te´ lorentzienne repre´sente un espace-temps sans





ou` g est la me´trique Lorentzienne, Ric sa courbure de Ricci, et R sa courbure
scalaire (la trace de Ric).
Pour son e´tude, il est classique d’essayer de la re´soudre sous la forme d’un
proble`me de Cauchy, au voisinage d’une hypersurface spatiale Σ. Nous avons de´crit
pre´ce´demment comment toute me´trique lorentzienne peut s’e´crire au voisinage
d’une hypersurface spatiale dans un ouvert U ≈ Σ×]− a, a[, avec la donne´e d’une
famille a` un parame`tre de me´triques riemanniennes gt sur Σ. C’est sous une forme
3Nous avons surtout en teˆte le cas ou` Σ est compacte, nous laissons au lecteur le soin d’adapter
cette discussion lorsque ce n’est pas le cas.
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similaire que l’e´quation d’Einstein est traditionnellement e´tudie´e (mais il n’est pas
suppose´ en ge´ne´ral que le champ de vecteurs ∂/∂t soit de norme −1 et orthogonal
a` Σ × {t}, on doit introduire d’autres donne´es : la norme −σ2 de ∂/∂t, appele´e
fonction de retard, et sa projection sur Σ, appele´ le champ de vecteur de´calage).
Toujours est-il que re´soudre l’e´quation d’Einstein sous sa forme de Cauchy
se formule de la manie`re suivante : Si la me´trique g0 sur Σ × {0} (la premie`re
forme fondamentale), ainsi que sa deuxie`me forme fondamentale II0 sont spe´cifie´es,
existe-t’il une solution de l’e´quation d’Einstein sur Σ×]−1, 1[ re´alisant ces donne´es
- dites de Cauchy ?
Un premier e´le´ment est que toute donne´e de Cauchy ne donne pas une so-
lution : il faut qu’elle satisfasse certaines e´quations, dites des contraintes - ce
sont les e´quations de Gauss-Codazzi et Codazzi-Mainardi. Quand les e´quations
des contraintes sont satisfaites, et une fois choisi un syste`me de coordonne´es lo-
cales sur Σ, la question se formule sous la forme d’une EDP particulie`rement aˆpre
a` re´soudre ; une des raisons de cette difficulte´ provient de l’infinite´ de l’espace des
dimensions, puisque tout diffe´omorphisme de Σ envoie solution sur solution. Pour
re´soudre l’e´quation, on enle`ve cette inde´termination en imposant une condition
supple´mentaire : c’est ce que les physiciens appellent fixer la jauge.
La premie`re preuve de l’existence locale d’une solution (lisse) pour toute donne´e
de Cauchy (lisse), lorsque Σ est compacte sans bord, est duˆe a` Foure´s-Bruhat ([84]),
elle a e´te´ obtenue en “fixant la jauge” de la manie`re suivante : on impose aux
coordonne´es locales d’eˆtre harmoniques pour la me´trique-solution (ce qui du reste
empeˆche de supposer ∂/∂t soit orthogonal aux hypersurfaces {t = Cte} et impose
l’introduction du champ de vecteurs de de´calage).
Une autre manie`re bien connue de “fixer la jauge” consiste a` imposer aux
hypersurfaces Σ× {t} d’eˆtre a` courbure moyenne constante. Nous aurons plus loin
l’occasion de commenter davantage cette me´thode.
11.2.4. Exclusion des paradoxes temporels. Commenc¸ons par introduire
une notion naturelle, utile pour condenser les de´finitions a` venir :
De´finition 11.17. Un ensemble A est acausal s’il est disjoint de son passe´ et
de son futur.
Ue varie´te´ lorentzienne M est simplement causale si toute partie de M re´duite
a` un point est acausale. En d’autres termes, M est simplement causale si elle n’ad-
met pas de courbe causale ferme´e simple. Reque´rir cette condition pour une varie´te´
lorentzienne est une hypothe`se minimale si on souhaite exclure des paradoxes tem-
porels. Nous pourrions certes conside´rer une hypothe`se encore plus faible, excluant
seulement les courbes ferme´e simple de type temps ; mais notre propos ici n’est pas
de cataloguer toutes les hypothe`ses imaginables - nous renvoyons plutoˆt pour cela`
aux chapitres 3, 4 et 5 de [33] assez fournis en termes de de´finitions, d’exemples
et contre-exemples -, mais de pre´senter les plus pertinentes pour la suite de ce
me´moire, notamment :
De´finition 11.18. Un domaine U de M est causalement convexe si toute
courbe causale reliant deux points de U est contenue dans U .
De´finition 11.19. Une varie´te´ lorentzienne M est fortement causale si tout
point de M admet un voisinage ouvert convexement causal.
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Nous e´voquerons aussi une autre hypothe`se de causalite´, un peu plus restrictive
que l’hypothe`se de causalite´ forte :
De´finition 11.20. Une varie´te´ lorentzienne (M, g) est stablement causale s’il
existe une autre me´trique lorentzienne g′ sur M telle que :
– g′ est simplement causale,
– les vecteurs de type causal pour g sont tous de type temps pour g′.
11.2.5. Hypersurfaces spatiales topologiques. De meˆme que la notion
de courbe causale s’e´tend dans le cadre Lipschitz, on peut ge´ne´raliser le concept
d’hypersurface spatiale :
De´finition 11.21. Une hypersurface topologique Σ dans (M, g) est dite spa-
tiale, ou de type espace, si pour tout point x de Σ il existe un voisinage U dans
M tel que U ∩ S est acausale - en d’autres termes, il n’existe pas dans U de courbe
causale reliant deux points distincts de Σ.
Toujours en approximant localement par une me´trique plate, on ve´rifie aise´ment
que toute hypersurface spatiale est localement le graphe d’une application Lipschitz.
Remarque 11.22. On peut modifier cette de´finition : une hypersurface topo-
logique est un ferme´ admettant un voisinage dans lequel il est acausal et “sans
bord” (edgeless) (voir chapitre 6 de [127]). Mais il n’y a pas lieu de de´velopper ici
davantage ce point.
11.2.6. Fonctions temps. Il est remarquable que les varie´te´s lorentziennes
stablement causales soient caracte´rise´es par l’existence d’une fonction temps :
De´finition 11.23. Une fonction temps sur une varie´te´ lorentzienne M est
une application continue t : M → R dont la restriction a` toute courbe causale est
strictement croissante.
Remarquons que les fibres d’une telle application sont toujours des hypersur-
faces (topologiques) de type espace.
The´ore`me 11.24 ([33]). Une varie´te´ lorentzienne est stablement causale si et
seulement si elle admet une fonction temps.
Ajoutons que si la me´trique est lisse, la fonction temps peut alors eˆtre choisie
lisse ([43]) : son gradiant est alors un champ de vecteurs de type temps.
Remarque 11.25. Un corollaire imme´diat de ce the´ore`me est qu’une varie´te´
lorentzienne compacte ne peut eˆtre stablement causale. En re´tre´cissant les coˆnes
lumie`res, on en de´duit qu’une varie´te´ lorentzienne compacte n’est jamais simple-
ment causale : elle admet toujours une courbe ferme´e simple de type temps. Mais
il ne faut pas en retenir l’impression, e´ventuellement nourrie de l’analogie avec le
cas riemannien, qu’une varie´te´ lorentzienne compacte admet ne´cessairement une
ge´ode´sique de type temps ou lumie`re pe´riodique : pour un contre-exemple, voir
[97]. Pour une discussion et des re´sultats re´cents autour de cette question, voir
[116].
En ge´ne´ral, la fonction temps n’est pas unique, loin s’en faut ! Mais l’unicite´ peut
s’obtenir si on impose une condition supple´mentaire a` la fonction - mais ceci a un
couˆt : en imposant une telle condition, on restreint la classe des varie´te´s stablement
causales a` laquelle elle s’applique. Nous allons conside´rer ici deux exemples de telles
conditions, qu’on trouve fre´quemment dans la lite´rature.
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11.2.6.1. Temps cosmologique. Sur une varie´te´ lorentzienne donne´e, on conside`-
re la fonction τco qui a` un point x associe la borne supe´rieure des courbes causales
qui admettent x comme extre´mite´ future ; on l’appelle temps cosmologique de x. Le
lieu Ω ou` cette fonction prend des valeurs finies peut-eˆtre vide (penser a` l’espace
de Minkowski !), mais, en ge´ne´ral, il est passe´-convexe.
Ce temps est e´tudie´ avec de´tail dans [4]. Dans cet article, il est montre´ que
meˆme lorsque Ω est M tout entier, la fonction τco peut eˆtre discontinue (exemple
4.1 de [4]), ou encore, que M peut ne pas eˆtre simplement causale (exemple 4.2
de id ibitem). En imposant deux conditions a` cette fonction, on obtient la notion
inte´ressante d’espace-temps re´gulier : ce sont les varie´te´s lorentziennes pour les-
quelles τco est re´gulie`re, i.e., prend partout une valeur finie, et converge vers 0
le long de toute courbe causale inextensible oriente´e vers le passe´. On a alors le
The´ore`me suivant (voir aussi la remarque 11.29) :
The´ore`me 11.26 ([4]). Si la fonction temps cosmologique est re´gulie`re, elle
est semi-convexe. Elle est en particulier Lipschitz et deux fois de´rivable presque
partout. De plus, pour tout point x de M , il existe une ge´ode´sique c :]0, τco(x)] de
type temps inextensible oriente´e vers le futur de sorte que :
– c(τco(x)) = x,
– pour tout t, la valeur de τco en c(t) est t.
11.2.6.2. Temps CMC. La trace de la seconde forme fondamentale (c’est-a`-dire,
la trace du “shape operator”) est appele´ courbure moyenne de Σ. Si cette courbure
moyenne ne de´pend pas de x, Σ est dit a` courbure moyenne constante (abbre´viation
CMC).
De´finition 11.27. Une fonction temps τ0 : M → R est CMC si elle est de
classe C2, et si pour tout t dans R, la fibre τ−10 (t) est de courbure moyenne constante
t.
Supposons de plus que les fibres τ−10 (t) soient toutes compactes. On obtient
alors :
–Analyticite´ : Le temps CMC est tre`s re´gulier, autant que la me´trique lorent-
zienne, et est meˆme analytique lorsque la me´trique l’est (voir [29]).
– Unicite´ : Un temps CMC, si il existe, est unique : en effet, si τ1 est une
autre fonction temps CMC, sa restriction a` chaque τ−10 (t) admet un minimum a
et un maximum b. Or, d’apre`s le lemme 11.15, comme τ−10 (t) est contenu dans
le futur de τ−11 (a), on obtient l’ine´galite´ t ≤ a. De manie`re similaire, on obtient
b ≤ t. Comme a ≤ b, ceci n’est possible que si a = t = b. Donc, τ1 est constant sur
τ−10 (t), et sa valeur est de plus t puisque par de´finition, c’est la courbure moyenne
de τ−11 (t) = τ
−1
0 (t).
–Espaces AdS : Nous verrons plus loin une famille importante de varie´te´s lo-
rentziennes, qui est l’objet primordial de mon e´tude : les varie´te´s AdS globale-
ment hyperboliques Cauchy-compactes. Nous ne voulons pas les de´finir de manie`re
pre´mature´e ; si nous les e´voquons ici, c’est pour souligner le fait important suivant :
alors qu’elles ne sont pas re´gulie`res (au sens au leur fonction temps cosmologique
n’est pas re´gulie`re au sens de [4]), nous verrons que ces varie´te´s lorentziennes ad-
mettent un temps CMC.
–L’e´quation d’Einstein : J’ai auparavant signale´ qu’une manie`re bien connue
de fixer la jauge pour re´soudre l’e´quation d’Einstein vue comme un proble`me
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d’e´volution de me´triques riemanniennes sur des hypersurfaces spatiales, consiste a`
imposer aux hypersurfaces d’eˆtre a` courbure moyenne contante. Il est remarquable
que l’e´quation d’Einstein se simplifie conside´rablement lorsque cette hypothe`se est
impose´e. Cette intimite´ entre e´quation d’Einstein et feuilletages CMC conforte a`
mes yeux la pertinence de la notion de temps CMC.
11.3. Varie´te´s lorentziennes globalement hyperboliques
Nous en venons a` l’ultime hypothe`se de causalite´ :
De´finition 11.28. Une varie´te´ lorentzienne est globalement hyperbolique si elle
admet une fonction temps de Cauchy, i.e., une fonction temps t : M → R dont la
restriction a` toute courbe causale inextensible est surjective.
Ceci implique clairement que t est une fibration localement triviale sur R, et
donc, qu’une varie´te´ globalement hyperbolique est home´omorphe au produit Σ ×
R, la fonction temps correspondant a` la projection sur le deuxie`me facteur (en
particulier, les fibres de t sont connexes - nous avons bien suˆr toujours suppose´ que
M est connexe !).
Remarque 11.29. Un espace-temps re´gulier, i.e., pour lequel le temps cosmo-
logique est re´gulier est globalement hyperbolique (cf. proposition 2.2 de [4]). Mais
meˆme dans ce cas, τco n’est pas toujours un temps de Cauchy !
De cette de´finition, il apparait clairement que :
Proposition 11.30. Le reveˆtement universel d’une varie´te´ globalement hyper-
bolique est lui aussi globalement hyperbolique.
Preuve Soit M une varie´te´ lorentzienne globalement hyperbolique, et t : M → R
un temps de Cauchy. Elle se rele`ve au reveˆtement universel en une application
t˜ : M˜ → R. Toute courbe causale inextensible c˜ dans M˜ se projette dans M en
une courbe causale c. Toute extension de c se rele`verait en une extension de c˜ : la
courbe causale c est donc inextensible. La surjectivite´ de la restriction de c˜ de´coule
imme´diatement de celle de la restriction de t a` c.
L’inconve´nient majeur de cette de´finition est qu’elle semble difficile a` ve´rifier sur
une varie´te´ lorentzienne donne´e. Nous allons voir d’autres de´finitions e´quivalentes
plus aise´es a` ve´rifier :
11.3.1. De´veloppement de Cauchy.
De´finition 11.31. Soit A une partie de (M, g). Le de´veloppement de Cauchy
futur (resp. passe´) de A, note´ D+(A) (resp. D−(A)), est l’ensemble des points x de
M dans le futur (resp. passe´) de A tels que toute courbe causale inextensible issue
de x et oriente´e vers le passe´ (resp. futur) rencontre A.
L’union de A, de D+(A) et de D−(A), est appele´ de´veloppement de Cauchy
de A, il est note´ D(A).
De´finition 11.32. Une hypersurface de Cauchy de M est une sous-varie´te´
plonge´e connexe de codimension 1 de type espace, acausale dans M tout entier, et
dont le de´veloppement de Cauchy D(Σ) est M tout entier.
Il est clair que toute fibre d’une fonction temps de Cauchy est une hypersurface
de Cauchy. L’inverse est moins e´vident mais vrai (voir [127] par exemple pour une
preuve) :
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The´ore`me 11.33. Une varie´te´ lorentzienne est globalement hyperbolique si et
seulement si elle admet une hypersurface de Cauchy.
11.3.2. Compacite´ des passe´-futur communs.
The´ore`me 11.34 (Geroch [99]). Une varie´te´ lorentzienne M est globalement
hyperbolique si et seulement si elle est fortement causale, et ve´rifie la proprie´te´
suivante : pour tout point x de M , et tout point y du futur F (x) de x, l’union de
{x, y} et de l’intersection P (y) ∩ F (x) est compacte.
Remarque 11.35. Ce dernier the´ore`me peut eˆtre conside´re´ comme e´tant une
ge´ne´ralisation du The´ore`me classique de Hopf-Rinow. En effet : soit (Σ, g¯) une
varie´te´ Riemannienne. On conside`re la varie´te´ M = Σ × R munie de la me´trique
lorentzienne g − dt2. La compacite´ dans M des (P (y) ∩ F (x)) ∪ {x, y} e´quivaut a`
la compacite´ des boules (“ferme´es”) de (Σ, g¯). Le the´ore`me de Geroch assure alors
que la projection sur le deuxie`me facteur restreinte a` toute ge´ode´sique lumie`re de
M est surjective, or, les ge´ode´siques lumie`res sont les courbes t 7→ (c(t), t) ou` c est
une ge´ode´sique de Σ. Ainsi, si les boules ferme´es de Σ sont compactes, (Σ, g¯) est
ge´ode´siquement comple`te.
Je remercie J.C. Sikorav pour m’avoir communique´ cette observation. Voir aussi
le The´ore`me 3.68 de [33].
11.3.3. Diffe´rentiabilite´. Dans tous les e´nonce´s pre´ce´dents, les objets consi-
de´re´s (fonction temps, hypersurface spatiale) sont pense´s topologiques. Mais il
s’ave`re qu’ils peuvent tous eˆtre lisse´s :
The´ore`me 11.36. Toute varie´te´ lorentzienne globalement hyperbolique Cr ad-
met une fonction temps de Cauchy Cr.
Nous renvoyons a` [41, 42] pour une preuve, et au survey [43] pour un compte-
rendu des erreurs qui e´maillent la litte´rature sur ce point.
11.3.4. Sur les solutions de l’e´quation d’Einstein. Les solutions de l’e´qua-
tion d’Einstein obtenues en re´solvant le proble`me d’e´volution associe´ a` partir d’une
donne´e de Cauchy (Σ, II) sont toutes globalement hyperboliques, Σ s’y re´alisant
comme une hypersurface de Cauchy. Ceci du reste explique la terminologie “hyper-
surface de Cauchy”.
11.3.5. Varie´te´s lorentziennes globalement hyperboliques maximales.
Sur l’ensemble des (classes a` isome´trie pre`s de) varie´te´s lorentziennes globalement
hyperboliques, il existe une relation d’ordre ≺ de´finie par : (M, g) ≺ (M ′, g′) s’il
existe un Cauchy-plongement de (M, g) dans (M, g′), i.e., une isome´trie f : M → N
telle que l’image par f de toute hypersurface de Cauchy de M est une hypersurface
de Cauchy de N . Les e´le´ments maximaux pour cet ordre sont appele´s ... maximaux.
Cet ordre ≺ est manifestement inductif. Une simple application du lemme de
Zorn permet de montrer que toute varie´te´ globalement hyperbolique admet un
Cauchy-plongement dans une varie´te´ globalement hyperbolique maximale - mais
celle-ci n’est pas en ge´ne´ral unique a` isome´trie pre`s !
Cependant, lorsqu’on se restreint a` certaines classes de varie´te´s lorentziennes,
on peut obtenir cette unicite´ de l’extension maximale. Le proce´de´ typique consiste
a` se restreindre a` une classe de varie´te´s lorentziennes globalement hyperboliques
pour lesquelles la me´trique sur toute la varie´te´ est de´termine´e par sa restriction au
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voisinage d’une de ses hypersurfaces de Cauchy. Par exemple, on peut se restreindre
aux varie´te´s lorentziennes analytiques. Ou encore, aux varie´te´s lorentziennes satis-
faisant l’e´quation d’Einstein (dans le vide, avec constante cosmologique, ou meˆme,
avec une forme particulie`re du tenseur d’impulsion-e´nergie spe´cifie´e) : de manie`re
plus pre´cise, on peut se restreindre a` une classe de varie´te´s lorentziennes solutions
d’une e´quation portant sur la me´trique et ses tenseurs de´rive´s qui soit Cauchy-
rigide, i.e., stable par isome´tries, et telle que le proble`me de Cauchy associe´ au
voisinage d’une hypersurface spatiale admet la proprie´te´ d’existence et unicite´ a`
isome´trie pre`s des solutions (pour plus de pre´cision, voir [69]).
The´ore`me 11.37 (Choquet-Bruhat, Geroch [69]). Soit (P ) une classe de varie´-
te´ lorentzienne Cauchy-rigide. Toute varie´te´ globalement hyperbolique dans la classe
(P ) admet un Cauchy-plongement dans une varie´te´ globalement hyperbolique maxi-
male dans la classe (P). De plus, cette extension est maximale, au sens ou` les
varie´te´s globalement hyperboliques maximales dans la classe (P ), dans lesquelles
(M, g) admet un Cauchy-plongement, sont toutes isome´triques entre elles.
En d’autre termes, plus concis mais impre´cis, toute varie´te´ globalement hyper-
bolique admet une unique extension maximale.
Remarque 11.38. La formulation concise ci-dessus peut amener des confu-
sions. Qu’on en juge : l’espace de Minkowski (R1,n−1, q1,n−1) est globalement hy-
perbolique maximal. Mais il en est de meˆme pour le coˆne futur {q0 < 0, x1 > 0},
qui admet comme fonction temps de Cauchy log(−q1,n−1). Or, ce coˆne futur se
plonge isome´triquement dans R1,n−1 ? ! Le point est que ce plongement n’est pas
un Cauchy-plongement.
Remarque 11.39. Une classe importante de varie´te´s lorentzienne Cauchy-
rigide, qui nous inte´resse ici au premier chef, est celle des varie´te´s a` courbure
sectionnelle constante.
11.3.6. Varie´te´s globalement hyperboliques Cauchy-compactes. Im-
poser a` une varie´te´ lorentzienne d’eˆtre compacte l’oblige a` admettre des courbes
causales ferme´es simples, difficile convivence qui interdit toute hypothe`se de causa-
lite´ (voir remarque 11.25). Pourtant, il est bien confortable pour un mathe´maticien
de disposer, sous une forme ou une autre, d’une hypothe`se quelconque de compacite´.
La bonne notion qui permet de maintenir l’e´quilibre entre les notions de causalite´
et de compacite´ est :
De´finition 11.40. Une varie´te´ lorentzienne est Cauchy-compacte si elle admet
une hypersurface de Cauchy compacte sans bord.
Les varie´te´s lorentziennes Cauchy-compactes jouissent de nombreuses proprie´te´s
agre´ables. Notamment :
Proposition 11.41. Dans une varie´te´ lorentzienne Cauchy-compacte, toute
hypersurface spatiale compacte (connexe) plonge´e est une hypersurface de Cauchy.
Preuve Fixons une trivialisation M = Σ×R, la projection sur le deuxie`me facteur
e´tant un temps de Cauchy. Appelons pi la projection sur le premier facteur Σ. Soit S
une hypersurface plonge´e compacte de type espace. On remarque que la restriction
f de pi a` S est un home´omorphisme local ; par compacite´ de S (et connexite´ de Σ),
f est surjective ; la compacite´ de Σ montre que f est un reveˆtement d’indice fini.
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Par ailleurs, t ordonne les fibres de f , et il est clair que pour tout chemin c dans
Σ, le rele`vement le long de c induit un isomorphisme entre les fibres au-dessus des
extre´mite´s de c qui pre´serve cet ordre. On en de´duit que le reveˆtement est trivial.
Ainsi, S est le graphe d’une application φ : Σ → R. Le comple´mentaire de S
dans M admet deux composantes connexes : {t > φ(x)} et {t < φ(x)}. Or, par
compacite´ de Σ, φ est borne´e : il existe deux temps a−, a+ tels que, pour tout x,
a− < φ(x) < a+. Toute courbe causale inextensible intersecte t
−1(a±) en des points
x± ; comme elle relie x− ∈ {t < φ(x)} a` x+ ∈ {t > φ(x)}, elle doit intersecter le
graphe S de φ.
Un examen plus minutieux de la preuve ci-dessus montre qu’on a au passage
de´montre´ :
Corollaire 11.42. Dans une varie´te´ lorentzienne Cauchy-compacte, les hy-
persurfaces de Cauchy sont home´omorphes les unes aux autres.
Corollaire 11.43. Une varie´te´ lorentzienne globalement hyperbolique est Cau-
chy-compacte si et seulement elle admet une hypersurface spatiale immerge´e compac-
te.
Remarque 11.44. Nous conside´rerons aussi les varie´te´s lorentziennes Cauchy-
comple`tes. Ce sont celles qui admettent des hypersurfaces de Cauchy pour les-
quelles la me´trique riemannienne induite par la me´trique lorentzienne ambiante est
comple`te (n’oublions pas que dans le contexte riemannien, toutes les notions de
comple´tudes se confondent). Bien suˆr, toute varie´te´ Cauchy-compacte est Cauchy-
comple`te. Mais les analogues des propositions et corollaires ci-dessus sont faux :
il n’est pas vrai en ge´ne´ral que dans toute varie´te´ lorentzienne Cauchy-comple`te,
toutes les hypersurfaces de Cauchy sont comple`tes ! J’ignore s’il existe des varie´te´s
lorentziennes Cauchy-comple`tes pour lesquelles tout temps de Cauchy admet une
fibre non comple`te...
11.4. Varie´te´s lorentziennes a` courbure constante
Mes contributions en ge´ome´trie lorentzienne sont toutes dans le contexte a`
courbure (sectionnelle) constante, qui du point de vue de la Relativite´ Ge´ne´rale
est une violente restriction. - surtout d’un point de vue d’un EDPiste qui perd
alors presque tout inte´ret (quoique...). Cependant, les trous noirs BTZ ([12, 13])
introduits par les physiciens sont justement a` courbure constante ; et, d’une manie`re
plus ge´ne´ral, du fait de l’annulation du tenseur de Weyl en cette dimension, toute
me´trique lorentzienne solution de l’e´quation d’Einstein dans le vide en dimension
2 + 1 est justement a` courbure sectionnelle constante.
Comme en ge´ome´trie riemannienne, les varie´te´s lorentziennes a` courbure cons-
tante k sont localement isome´triques entre elles. En d’autres termes, ce sont des
(Gnk , X
n
k )-varie´te´s, ou` G
n
k est le groupe des isome´tries
4 de la varie´te´ lorentzienne a`
courbure constante k ”universelle” (simplement connexe) de dimension (n − 1, 1)
Xnk .
4Rappelons que pour nous toutes les varie´te´s lorentziennes sont oriente´es et chronologique-
ment oriente´es, et que nous ne conside´rons que les isome´tries pre´servant ces deux orientations.
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Introduisons les conventions utiles suivantes :
– On note qp,q la forme quadratique −x
2




p+1 + . . . + x
2
p+q sur
Rp+q. L’espace vectoriel Rp+q e´quippe´ de cette forme quadratique est note´ Rp,q.
Dans tout ce qui suit, on suppose p, q ≥ 1.
– On note H±p,q le lieu des points de R
p,q ou` qp,q vaut ±1. On le pense muni
de la me´trique pseudo-riemannienne obtenue par restriction de qp,q aux hyperplans
tangents. Cette me´trique est de signature (p−1, q) pour H−p,q , et de signature (p, q−
1) pour H+p,q . Par transitivite´ de l’action de O(p, q) sur les 2-plans tangents a` H
±
p,q,
ces varie´te´s pseudo-riemanniennes sont toutes a` courbure sectionnelle constante.
– On fixe l’orientation canonique de son choix sur Rp,q , ceci induit (avec le
champ de vecteur radial qui est partout normal a` H±p,q) une orientation sur H
±
p,q.
– Les sous-espaces totalement ge´ode´siques de dimension k de H±p,q sont les
intersections entre H±p,q et certains sous-espaces vectoriels de R
p,q de dimension
k + 1. Les isome´tries de H±p,q sont les restrictions des isome´tries de R
p,q : le groupe
des isome´tries est donc O(p, q).
– Les couples (p, q) amenant a` des me´triques lorentziennes sont (1, q) et (2, q).
Notons que les varie´te´s lorentziennes associe´es H+1,q et H
−
2,q sont connexes (mais pas
toujours simplement connexes).
– Mode`les de Klein. On note H±p,q la projection radiale de H
±
p,q dans l’espace
projectif P (Rp,q). Pour H+1,q et H
−
2,q , cette projection n’est pas injective : c’est un
reveˆtement double. On munit H±p,q de la me´trique quotient ; les sous-espaces tota-
lement ge´ode´siques sont les intersections entre H±p,q et les sous-espaces projectifs.
Le fait que la projection sur le mode`le de Klein ne soit pas injective pre´sente
parfois des de´sagre´ments. Pour les ignorer, on peut pre´fe´rer la projection radiale
Hp,q de H
±
p,q sur la sphe`re unite´ S
n d’une me´trique euclidienne auxiliaire (disons,
x21 + . . . + x
2
n = 1). On l’appelle le mode`le de Klein de´double´. On doit penser la
sphe`re Sn comme e´tant une varie´te´ projective re´elle, reveˆtement double de RP n.
– Dualite´. Le qp,q-orthogonal d’un point de H
+
p,q induit par intersection une
hypersurface de H−p,q totalement ge´ode´sique.
11.4.1. Le cas plat : l’espace de Minkowski. Xn0 est l’espace de Mikowski
R1,n−1, le groupe Gn0 est le produit semi-direct du groupe de translations R
n par
la composante neutre SO0(1, n− 1) de O(1, n− 1) dans laquelle elle est d’indice 4.
La connection de Levi-Civita est la connection plate usuelle ; les ge´ode´siques sont
en particulier les droites affines.
On choisira usuellement l’orientation chronologique de´finie par ∂/∂x1 (rappe-
lons que la forme quadratique choisie est −x21 + x
2
2 + . . . x
2
n). La coordonne´e x1
de´finit alors un temps de Cauchy : l’espace de Minkowski est donc globalement
hyperbolique - et meˆme Cauchy-complet.
11.4.2. Courbure positive : l’espace de Sitter. L’espace de Sitter de di-
mension (n−1, 1) est dSn = H
+
1,n, qui est diffe´omorphe a` S
n−1×R. Lorsque n ≥ 3,
dSn est simplement connexe et est donc le mode`le universel X
n
1 . Le groupe G
n
1 est
donc SO0(1, n). Nous ne commenterons pas ici outre mesure le cas n = 2 ; nous
laissons au lecteur le soin d’adapter a` ce cas les commentaires a` suivre.
La restriction de la coordonne´e x1 a` dSn induit un temps de Cauchy (et inci-
demment, une orientation chronologique), ce qui montre que dSn est globalement
hyperbolique. L’antipodie x 7→ −x renverse cette orientation chronologique : on en
de´duit que le groupe Gn1 est la composante neutre SO0(1, n) de O(1, n). Le mode`le
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de Klein dSn est le comple´mentaire dans RP
n d’une boule ferme´e : cette boule est
l’adhe´rence du mode`le de Klein de l’espace hyperbolique. Le grand inconve´nient
du mode`le de Klein est qu’il ne soit pas chronologiquement orientable, nous lui
pre´fe´rons donc le mode`le de Klein de´double´ dSn, qui peut eˆtre de´crit comme e´tant
le comple´mentaire dans Sn de l’adhe´rence de deux copies oppose´es B±n du mode`le
de Klein de l’espace hyperbolique Hn. Le bord dans Sn de dSn est l’union de deux
sphe`res ∂dS+n , ∂dS
−
n , la premie`re, dite future, “atteinte” par les courbes causales
oriente´es vers le futur, la seconde, dite “passe´e”, atteinte par les courbes causales
oriente´es vers le passe´.
Les ge´ode´siques de dSn sont les intersections avec les droites projectives de
Sn. Une ge´ode´sique est de type espace si la droite projective correspondante est
entie`rement contenue dans dSn : la ge´ode´sique et la droite projective sont alors
confondues. Une ge´ode´sique est de type temps si la droite projective associe´e ren-
contre chacune des deux copies dans Sn du mode`le de Klein de l’espace hyper-
bolique. Dans ce cas, l’intersection de cette droite projective avec B+ de´finit une
ge´ode´sique de l’espace hyperbolique Hn : ceci e´tablit une bijection canonique entre
les ge´ode´siques de Hn et les ge´ode´siques de type temps de dSn.
Enfin, une ge´ode´sique de dSn est de type lumie`re si la droite projective cor-
respondante est tangente a` ∂dS+n et ∂dS
−
n . On en de´duit une description agre´able
du futur d’un point x de dSn : plac¸ons nous dans une carte affine de S
n contenant
a` la fois B+n et x ; dessinons le coˆne C issu de x tangent a` ∂dS
+
n . La compo-
sante connexe, dans la carte affine, de l’inte´rieur de ce coˆne prive´ de B+n , et dont
l’adhe´rence contient x, est le futur de x. On peut aussi choisir une carte affine
contenant B+, mais pas x : x de´finit alors une direction de droites dans cette carte
affine ; l’union des droites dans cette direction tangentes a` ∂dS+n est le bord d’un
cylindre qui contient B+. Le comple´mentaire dans ce cylindre de l’adhe´rence de
B+ admet deux composantes connexes ; l’une est le futur de x, l’autre le futur de
−x. Cette deuxie`me composante connexe est aussi l’image par l’antipodie du passe´
de x.
Le lieu de tangence entre C et ∂dS+n est une sous-sphe`re, qui borde deux
he´misphe`res dans ∂dS+n . L’une seulement peut eˆtre atteinte par les ge´ode´siques
de type temps issues de x : on la note C+(x). Le lieu de tangence entre C et ∂dS+n
est aussi le bord d’un hyperplan totalement ge´ode´sique de B+n ≈ H
n = H−1,n : ceci
est un avatar de la dualite´ e´voque´e plus toˆt.
Remarque 11.45. (Dualite´ avec l’espace hyperbolique) De´crivons plus
avant cette dualite´ entre l’espace de Sitter et l’espace hyperbolique Hn = H−1,n.
Elle signifie que dSn peut eˆtre vu comme e´tant l’espace des copies totalement
ge´ode´siques oriente´es de Hn−1 dans Hn. De manie`re similaire, Hn peut eˆtre pense´
comme e´tant l’espace des sphe`res rondes oriente´es plonge´es de manie`re totalement
ge´ode´sique dans dSn.
Conside´rons une hypersurface spatiale Σ de classe C1 plonge´e dans dSn. Nous
la voyons comme l’image d’une application u : Σ → H+1,n. Son application de Gauss
(l’application qui a` x associe la normale dans Tu(x)dSn de Tu(x)Σ oriente´e vers le
futur) peut eˆtre vue comme une application u∗ : Σ → H−1,n ≈ H
n. L’hypersur-
face Σ est dite strictement convexe si sa deuxie`me forme fondamentale est de´finie
positive. Alternativement, la stricte convexite´ signifie que 〈∂xu
∗ | ∂xu〉 est stricte-
ment positive pour tout champ de vecteurs ∂x sur Σ. On remarque alors que si Σ est
strictement convexe, l’application u∗ est un home´omorphime local, et que son image
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est elle-meˆme strictement convexe dans Hn. On obtient ainsi une dualite´ entre les
immersions strictement convexes d’hypersurfaces spatiales dans Hn et dSn.
11.4.3. Courbure ne´gative : l’espace anti-de Sitter. Nous appelons es-
pace anti-de Sitter AdSn la varie´te´ lorentzienne H
−
2,n−1. Elle est diffe´omorphe a`
Rn−1 × S1 ; on peut meˆme le´gitimement e´noncer qu’elle est diffe´omorphe a` Hn−1,
puisque chaque fibre de la restriction de la fonction coordonne´e x1 a` H
−
2,n−1 est une
copie isome´trique et totalement ge´ode´sique de l’espace hyperbolique Hn.
Le champ de vecteurs x2∂/∂x1−x1∂/∂x2 induit un champ de Killing surH
−
2,n−1
partout de type temps, il de´finit une orientation chronologique sur AdSn : c’est celle
que nous choisissons. Le groupe des isome´tries de AdSn qui pre´serve l’orientation
est SO(2, n− 1). Comprendre quel est le sous-groupe G¯ des isome´tries pre´servant
l’orientation ainsi que l’orientation chronologique est un peu plus subtil : en effet,
l’antipodie x 7→ −x pre´serve l’orientation chronologique, il n’appartient donc pas a`
G¯ que s’il renverse l’orientation usuelle, i.e., que lorsque n est pair. Quoi qu’il en
soit, il s’ave`re que G¯ est toujours la composante neutre SO0(2, n−1) de SO(2, n−1)
(ce dernier admettant toujours deux composantes connexes).
Le groupe des isome´tries dans le mode`le de Klein AdSn = H
−
2,n−1 est PO0(2, n−
1), il est isomorphe a` SO0(2, n− 1) si n est pair, sinon, c’est un quotient d’indice 2
de SO0(2, n−1). N’oublions pas que AdSn est un ouvert de RP
n : pour comprendre
sa ge´ome´trie, il est utile de conside´rer son intersection avec certains domaines af-
fines Rn de RP n. Nous privile´gions les ouverts affines RP n \ P , ou` P ≈ RP n−1
est un sous-espace projectif obtenu par passage au quotient du q2,n−1-orthogonal
d’un vecteur de R2,n−1 de q2,n−1-norme ne´gative (par exemple, {x1 = 0}) ; nous
appelons adapte´e une telle carte affine ; l’intersection entre une carte affine adapte´e
et AdSn est appele´e domaine affine de AdSn. Remarquons qu’une carte affine
U = RP n \ P est adapte´e si et seulement si P ∩AdSn est une copie isome´trique
et totalement ge´ode´sique du (mode`le de Klein de) l’espace hyperbolique. Dans une
telle carte affine, le domaine affine U ∩ AdSn est l’inte´rieur d’un hyperbolo¨ıde a`
une nappe. Par exemple, si U est le domaine {x1 6= 0}, U ∩AdSn est le lieu de´fini
par l’ine´galite´ :
x23 + . . . + x
2
n−1 < 1 + x
2
2
En re´sume´, pour se repre´senter AdSn, nous recommondons d’imaginer l’inte´rieur
d’un hyperbolo¨ıde a` une nappe, auquel on adjoint une copie du mode`le de Klein de
l’espace hyperbolique de dimension juste infe´rieure.
Les ge´ode´siques de AdSn sont les intersections avec des droites projectives de
RP n : si la droite projective est entie`rement contenue dans AdSn, elle est de type
temps ; si elle est tangente au bord ∂AdSn dans RP
n, elle est de type lumie`re ;
sinon, elle rencontre ∂AdSn en deux points distincts : la ge´ode´sique associe´e est
alors de type espace.
Il ne faut pas perdre de vue que AdSn n’est pas simplement connexe ; l’espace
universel Xn−1 est donc le reveˆtement universel A˜dSn, qui est diffe´omorphe a` H
n−1×
R. On note ∆ ≈ Z le groupe de Galois de ce reveˆtement, et δ un ge´ne´rateur de ∆ :
c’est une isome´trie de la me´trique lorentzienne releve´e. On convient de le choisir de
sorte que pour tout e´le´ment x˜ de A˜dSn, δ(x˜) est dans le futur de x˜. Le groupe G
n
−1
admet une extension centrale (non scinde´e) :
0 → ∆ → Gn−1 → PO0(2, n− 1) → 0
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Remarquons que A˜dSn est aussi le reveˆtement universel de AdSn ≈ AdSn.
Lorsque n est pair, il existe un releˆvement de l’antipodie dont le carre´ est δ : nous
l’appelons σ. Lorsque n est impair, δ lui-meˆme est un releve´ de l’antipodie x 7→ −x ;
c’est lui que nous appelons σ. Les ge´ode´siques de A˜dSn sont bien suˆr les releve´s des
ge´ode´siques de AdSn. Remarquons :
Pour tout point x˜ de A˜dSn, toutes les ge´ode´siques de type temps oriente´es vers
le futur et issues de x˜ contiennent σ(x˜). De manie`re plus pre´cise, l’intersection
commune a` toutes ces ge´ode´siques est l’union des σi(x˜) (i ≥ 0), et l’ordre naturel
sur N sur les i coinc¨ıde avec l’ordre induit par le temps propre le long des ge´ode´siques
de type temps.
On peut donc qualifier σ(x˜) de premier point conjugue´ de x˜ dans le futur.
Notons aussi que les domaines affines de AdSn de´finis ci-dessus sont simplement
connexes ; ils se rele`vent donc en des domaines de AdSn que nous appelons encore
domaines affines de A˜dSn. Pour obtenir une vision ge´ome´trique de A˜dSn, il suffit de
se le repre´senter comme un empilement de tels domaines affines, chacun isome´trique
a` un domaine affine de AdSn, et chacun image par σ du pre´ce´dent, en remarquant
aussi qu’entre deux telles copies successives doit eˆtre intercale´e une copie du mode`le
de Klein de l’espace hyperbolique.
11.4.3.1. Causalite´ dans l’espace anti-de Sitter. L’espace AdSn lui-meˆme se
comporte bien mal du point de vue causal : toutes ses ge´ode´siques de type temps
sont pe´riodiques, et le futur (ou le passe´) de tout point est AdSn tout entier.
Cet inconve´nient disparait lorsqu’on passe au reveˆtement universel A˜dSn, qui
est stablement causal - il admet une fonction temps, qui est le releˆment de l’appli-
cation de H−2,n−1 dans RP
1 qui envoie (x1, x2, x3, . . . , xn) sur [x1 : x2]. Mais il faut
observer que A˜dSn n’est pas globalement hyperbolique ! Le moyen le plus rapide
d’en prendre conscience est le suivant : l’intersection entre le futur d’un point x˜
et le passe´ de σ(x˜) contient tous les rayons ge´ode´siques lumie`res oriente´s vers le
futur issus de x˜ ; or, ces rayons ge´ode´siques sortent de tout compact de A˜dSn puis-
qu’ils s’accumulent chacun sur un point de ∂A˜dSn. Au vu du The´ore`me de Geroch
(The´ore`me 11.34), ceci montre bien que A˜dSn n’est pas globalement hyperbolique.
Observons encore si U est un domaine affine de A˜dSn, deux points de U sont
causalement relie´s dans A˜dSn si et seulement si ils le sont dans U . Ceci permet
de se repre´senter aise´ment la causalite´ dans un tel domaine affine : deux points
dans U sont chronologiquement relie´s si la droite projective de RP n contenant les
projections dans AdSn de ces deux points est entie`rement contenue dans AdSn ;
lorsque cette droite est tangente a` ∂AdSn, les points sont causalement relie´s, ils
sont meˆme sur une meˆme ge´ode´sique lumie`re.
Du reste, on peut se faire une image du futur d’un point x˜ de A˜dSn : prenons
un domaine affine U pour lequel x˜ est de coordonne´es nulles, le domaine lui-meˆme
e´tant l’inte´rieur de l’hyperbolo¨ıde x23 + . . . + x
2
n−1 < 1 + x
2
2. Le futur de x˜ dans U




2, x2 > 0}, c’est l’inte´rieur d’un coˆne ; son futur
dans A˜dSn est l’union de cet ouvert avec l’union des adhe´rences des σ
i(U) (i > 0).
Le passe´ de x˜ admet une description analogue.
Remarque 11.46. Il est coutumier d’identifier l’espace de Sitter dS2 et l’es-
pace anti-de Sitter AdS2 - apre`s tout, on passe de l’un a` l’autre simplement en
multipliant la me´trique lorentzienne par −1, ce qui met en e´vidence que tout es-
pace localement dS2 est automatiquement localement AdS2. Mais, ce faisant, on
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bouleverse les aspects lie´s a` la causalite´, qui, le lecteur l’aura compris, sont primor-
diaux a` mes yeux. Cette identification est a` proscrire de`s que la causalite´ est en
jeu ; il est frappant que dS2 - ainsi que son reveˆtement universel - e st globalement
hyperbolique, contrairement au reveˆtement universel de AdS2.
11.4.3.2. Auto-dualite´. Le q2,n−1-orthogonal d’un point x de H
−
2,n−1 intersecte
H−2,n−1 selon un sous-espace de type espace totalement ge´ode´sique, isome´trique a`
l’espace hyperbolique. On peut donc conside´rer que AdSn, AdSn et A˜dSn sont
tous identifiables a` l’espace de leurs sous-espaces totalement ge´ode´siques. Si on
adapte dans ce contexte la discussion de la remarque 11.45, on obtient que toute
hypersurface spatiale de, disons, A˜dSn, qui est strictement convexe, est duale a` une
hypersurface spatiale de A˜dSn strictement concave.
On peut aussi observer que le dual Σ d’un point x de AdSn est l’unique hyper-
surface totalement ge´ode´sique qui est orthogonale a` toutes le ge´ode´siques de type
temps issues de x. On peut aussi finaliser cette dualite´ dans AdSn de sorte que pour
toute hypersurface (comple`te) totalement ge´ode´sique Σ de A˜dSn, le de´veloppement
de Cauchy de Σ est l’intersection entre le futur du dual x˜ de Σ et du passe´ de σ(x˜).
11.4.4. Un lemme remarquable. Nous souhaitons mettre en avant un lem-
me particulie`rement e´le´gant, tre`s simple mais crucial dans l’e´tude des varie´te´s globa-
lement hyperboliques a` courbure constante. On peut en trouver une version dans le
remarquable preprint [148] de G. Mess, mais l’argument sous-jacent semble en fait
eˆtre bien connu par la communaute´ des relativistes, depuis une e´poque ante´rieure a`
ce preprint. J’ai essaye´ de de´gager l’e´nonce´ le plus ge´ne´ral, sans nuire a` sa sobrie´te´.
Ce lemme s’e´nonce dans toute varie´te´ lorentzienne munie d’un champ de vec-
teurs Killing X partout de type temps (en particulier, sans singularite´s). Le flot Φt
qu’il engendre est transversalement riemannien. Supposons que toutes les orbites de
Φt sont toutes errantes (en particulier, non pe´riodiques) ; comme Φt est transversa-
lement riemannien, on en de´duit aise´ment que l’espace des orbites QΦ de Φt est une
varie´te´, canoniquement munie d’une me´trique riemannienne g0 : si pi : M → Q
Φ est
la projection canonique, (le carre´ de) la norme g0(v¯) d’un vecteur tangent v¯ a` Q
Φ
en θ est de´finie comme e´tant la norme dans M d’un vecteur v orthogonal a` l’orbite
θ tel que dpi(v) = v¯ : comme X est Killing, cette norme ne de´pend pas du choix de
v. On remarque aussi que pi est une fibration localement triviale R-principale.
Lemme 11.47. Soit f : Σ → M une immersion isome´trique d’une varie´te´
riemannienne comple`te de dimension n − 1 (M e´tant de dimension n). Alors, la
composition pi ◦ f : Σ → QΦ est un reveˆtement.
Preuve Soit v un vecteur tangent a` M en x. La norme | v |2 est e´gal a` | aX(x) |2
+g0(dxpi(v)), ou` aX(x) est la projection orthogonale de v sur la direction engendre´e
par X(x). Comme X est partout de norme ne´gative, la diffe´rentielle de pi ◦ f aug-
mente la norme. On en de´duit aise´ment, graˆce a` la comple´tude de Σ, que tout
chemin de QΦ se rele`ve par pi ◦ f .
Corollaire 11.48. Si QΦ est simplement connexe, f est un plongement, dont
l’image est le graphe d’une section de pi.
Un cas particulie`rement adapte´ est celui ou` X est statique, i.e., lorsqu’il existe
une hypersurface plonge´e comple`te Σ0 partout orthogonale a` X . D’apre`s ce qui
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pre´ce`de, Σ0 s’identifie a` Q
Φ, cette identification, par orthogonalite´ entre X et Σ0,
envoyant la me´trique induite sur g0. Alors, en poussant par Φ
t, on obtient une
identification entre M et le produit Σ0×R, X devenant le champ de vecteurs ∂/∂t,
et la me´trique lorentzienne en un point (x, t) s’e´crivant sous la forme :
g0(x)− a(x)dt
2
La fonction a : Σ0 →]0, +∞[ est l’oppose´ de la norme de X . Appelons g1 la
me´trique 1ag0 sur Σ0 ≈ Q
Φ. Nous pouvons e´noncer le corollaire 11.48 sous la forme :
Corollaire 11.49. Lorsque X est statique, les hypersurfaces spatiales im-
merge´es comple`tes sont les graphes d’application 1-contractantes s : (Σ0, g1) →
R.
Dans le cas de Minkowski, on obtient ainsi que les hypersurfaces spatiales im-
merge´es comple`tes sont les graphes d’application 1-contractantes du plan euclidien
(x2, . . . , xn) dans la droite de coordonne´es x1.
Dans le cas anti-de Sitter, on dispose du champ de Killing X = x2∂/∂x1 −
x1∂/∂x2 (c’est celui que nous avons choisi pour de´finir l’orientation chronologique) ;
l’espace des orbites (QΦ, g0) est dans ce cas isome´trique a` l’espace hyperbolique.
On peut alors appliquer le corollaire 11.48.
Dans le cas de Sitter, il n’existe pas de champs de Killing partout de type
temps, ce qui interdit l’emploi du lemme 11.47. De fait, il existe des immersions
isome´triques comple`tes non-injectives d’hypersurfaces spatiales dans dSn.
11.5. Varie´te´s lorentziennes conforme´ment plates
Pour toute cette section, nous indiquons comme re´fe`rence la the`se de C. Frances
[85], ou encore l’article [86].
11.5.0.1. Varie´te´s lorentziennes conformes. Une classe conforme lorentzienne
est une classe d’e´quivalence sur l’ensemble des me´triques lorentziennes pour la rela-
tion qui identifie deux me´triques g et g′ si l’une est un multiple scalaire de l’autre :
g′ = efg pour f : M → R. Ceci signifie aussi que les vecteurs de type espace (temps
ou lumie`re) de g sont aussi ceux de g′. Ou encore, que g et g′ ont les meˆmes coˆnes
isotropes (et la meˆme orientation chronologique). Dans la suite, sauf mention ex-
presse du contraire, nous abre´gerons l’e´criture en omettant l’adjectif “lorentzienne”
apre`s “classe conforme”.
Avant toute chose, remarquons que les notions de courbes causales, hypersur-
faces spatiales, futur, passe´, orientation chronologique, etc... sont a` proprement
parler des proprie´te´s de la classe conforme, et non seulement de la me´trique lorent-
zienne. Nous exploiterons plus loin cette simple remarque pour affiner davantage la
description des hypersurfaces spatiales comple`tes de AdSn e´bauche´e au § pre´ce´dent
(lemme 11.48).
Signalons aussi un fait remarquable (voir par exemple le The´ore`me 1.3 de [85]) :
Deux me´triques conforme´ment e´quivalentes ont les meˆmes ge´ode´siques lumie`res
(non parame´tre´es). Ceci est bien suˆr comple`tement faux pour les ge´ode´siques de
type temps ou espace.
Comme nous l’avons maintes fois e´voque´ dans la premie`re partie de ce me´moire,
une me´trique lorentzienne5 en dimension 2 e´quivaut a` la donne´e de deux feuilletages
5Insistons sur le fait que nous supposons toujours les varie´te´s lorentziennes oriente´es et chro-
nologiquement oriente´es
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oriente´s (les feuilletages isotropes, i.e., tangents aux directions lumie`res) et d’une
forme volume (la forme volume de la me´trique elle-meˆme). Ainsi, par exemple, tout
flot d’Anosov pre´servant le volume est transversalement lorentzien. La donne´e de la
classe conforme revient a` oublier la forme volume : une classe conforme lorentzienne
sur une surface e´quivaut a` la donne´e de deux feuilletages oriente´s transverses l’un
a` l’autre.
11.5.0.2. Varie´te´s conforme´ment plates : l’Univers d’Einstein. Une classe con-
forme sur M est dite plate (ou une me´trique est dite conforme´ment plate) si tout
point admet un voisinage U dans lequel la classe conforme restreinte peut eˆtre
repre´sente´e par une me´trique lorentzienne plate (c’est-a`-dire, isome´trique a` un ou-
vert de Minkowski).
Au vu de ce qui pre´ce`de, en dimension 1 + 1, toute classe conforme est plate.
Mais, a` partir de la dimension (1, n− 1) avec n ≥ 3, ceci n’est plus vrai. Mais nous
disposons alors d’un remarquable the´ore`me, extension au cas lorentzien du ce´le`bre
the´ore`me de Liouville.
Pour e´noncer ce the´ore`me, nous devons tout d’abord introduire l’espace confor-
me´ment plat universel : l’Univers d’Einstein.
Conside´rons a` nouveau la forme quadratique q2,n, mais inte´ressons-nous cette
fois-ci a` son lieu d’annulation : nous le notons C. La restriction de q2,n a` C est
de´gene´re´e : elle ne de´finit pas une me´trique pseudo-riemannienne sur C ; son radical
est non-trivial, de dimension 1. Cependant, pour tout x 6= 0 de C, q2,n induit une
me´trique lorentzienne gx sur Ex, le quotient de l’espace tangent a` C en x, c’est
a`-dire x⊥, par le radical. Notons Einn la projection radiale de C dans RP
n+1 :
c’est un ferme´ de dimension n, que nous affirmons admettre une classe conforme
canonique. En effet, la diffe´rentielle dpi de la projection radiale identifie l’espace
vectoriel Ex avec l’espace tangent Tpi(x)Einn. Si y = λx de´finit le meˆme point
pi(x) = pi(y) de Einn, la projection dypi envoie la forme quadratique gy sur la forme
quadratique image (pi)∗(gx) multiplie´e par le facteur λ
2. Le choix de x au-dessus de
pi(x) change donc cette forme quadratique mais a` un facteur scalaire pre`s : la classe
conforme est donc bien de´finie. L’Univers d’Einstein est Einn, pense´ muni de cette
classe conforme. On peut aussi conside´rer son reveˆtement double Einn, obtenu en
projettant radialement C sur la sphe`re Sn.
On remarque que choisir sur un ouvert U de Einn une me´trique dans la classe
conforme restreinte a` U e´quivaut a` choisir une section s : U → C de pi restreint
a` pi−1(U). Ainsi, si on prend comme section s0 celle qui prend ses valeurs dans la
sphe`re euclidienne {x21 + x
2
2 + . . .+ x
2
n = 2}, on obtient que Einn est conforme´ment
e´quivalent au produit Sn−1 × S1, muni de la me´trique ds20 − dθ
2, ou` ds20 est la
me´trique ronde usuelle de la sphe`re Sn−1, et dθ2 la me´trique euclidienne usuelle de
S1. Le reveˆtement universel E˜inn est donc S
n × R e´quippe´ de la classe conforme
de la me´trique ds20 − dt
2 (l’automorphisme du reveˆtement E˜inn → Einn e´tant la
translation par 2pi sur le facteur t). Ceci est du reste la raison de la terminologie
“Univers d’Einstein”, car le premier mode`le cosmologique conside´re´ par Einstein
est pre´cise´mment ce produit, pour n = 3.
Pour ve´rifier que Einn (et donc aussi Einn, E˜inn) est conforme´ment plat au
voisinage de tout point x¯0 = pi(x0), on prend n’importe quel e´le´ment e0 de C qui
ne soit pas orthogonal a` x0. On conside`re alors la section s : Einn \ pi(e
⊥
0 ) → C
qui prend ses valeurs dans l’intersection entre C et l’hyperplan {y/〈y | e0〉 = 1}.
On voit alors que cette section de´finit une me´trique au voisinage de x¯0 localement
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isome´trique a` celle de Minkowski ; de manie`re plus pre´cise, pour tout e´le´ment e0 de
C, l’ouvert Einn \ pi(e
⊥
0 ) est conforme´ment e´quivalent a` R
1,n−1 tout entier.
11.5.0.3. Le The´ore`me de Liouville. L’Univers d’Einstein est donc conforme´-
ment plat. Bien suˆr, le groupe des transformations conformes de Einn qui pre´serve
l’orientation et l’orientation chronologique contient G = SO0(2, n). Le the´ore`me de
Liouville promis auparavant s’e´nonce de la manie`re suivante (pour une preuve, nous
renvoyons a` [85]) :
The´ore`me 11.50 (Liouville lorentzien). Soit n ≥ 3. Toute application
conforme f : U → V entre deux ouverts de Einn, qui pre´serve les orientations,
se prolonge de manie`re unique en un e´le´ment de G ; en particulier, en une trans-
formation conforme de Einn tout entier dans lui-meˆme.
Soit M une varie´te´ lorentzienne conforme plate de dimension n ≥ 3. Tout point
de M admet un voisinage qui se plonge conforme´ment dans Einn. Le the´ore`me de
Liouville montre que ce plongement est unique modulo composition a` droite d’un
e´le´ment de G. Il implique aussi que l’action de G sur Einn est analytique. Il s’en
suit que la donne´e d’une me´trique lorentzienne conforme plate sur M e´quivaut a` la
donne´e d’une (G,Einn)-structure sur M .
L’e´tude des (G, Einn)-varie´te´s en est encore en ses balbutiements, il n’y a pour
l’instant gue`re que la the`se de C. Frances ([85]) (et les publications qui en ont
de´coule´es, notamment [86]) a` laquelle on puisse se re´ferer. Un des re´sultats prin-
cipaux de [85] est la “classification” des (G, Einn)-structures sur S
n−1 × S1 - cette
classification serait fastidieuse a` e´noncer, de´ja`, elle n’est pas comple`tement formule´e
dans [85], non par impuissance de l’auteur, mais bien a` cause du foisonnement des
possibilite´s. Voila` qui tranche de manie`re frappante avec le monde riemannien : il
n’y a gue`re qu’une seule structure conforme riemannienne sur la sphe`re Sn !
11.5.0.4. Platitude conforme des espaces de Sitter et anti-de Sitter. Les espaces
lorentziens a` courbure constante sont conforme´ment plats, et doivent donc pouvoir
se repre´senter6 dans E˜inn. Nous l’avons de´ja` vu pour l’espace de Minkowski, qui
se plonge dans Einn.
Pour montrer que l’espace de Sitter se plonge dans Einn, il suffit de reprendre
la me´thode utilise´e pour l’espace de Minkowski, mais en utilisant cette fois-ci un
vecteur e0 de norme −1 (par exemple e0 = (1, 0, 0, . . . , 0)). On aboutit alors a` un
plongement conforme de l’espace de Sitter dSn dans Einn ; l’image de ce plongement
e´tant le comple´mentaire d’une sphe`re conforme´ment plate. En corollaire, on obtient
aussi une identification conforme de dSn avec le produit S
n−1×]−pi, +pi[, muni de la
me´trique ds20− dt
2, particulie`rement utile pour de´crire les hypersurfaces spatiales :
toute hypersurface spatiale de dSn est localement le graphe d’une application 1-
contractante de la sphe`re ronde Sn−1 dans ] − pi, +pi[. Ce n’est pas un hasard si le
diame`tre de la sphe`re est 2pi.
Enfin, si l’on prend comme vecteur e0 un vecteur de norme +1, on obtient au
bout du compte un plongement conforme de A˜dSn dans E˜inn, dont l’image est
conforme´ment isome´trique au produit Sn−1+ × R, ou` S
n−1
+ est une he´misphe`re de
Sn−1. La` encore, on obtient un corollaire sur les hypersurfaces spatiales dans A˜dSn,
qui, combine´ avec le corollaire 11.48, implique : toute hypersurface spatiale comple`te
6Nous ne disons pas “plonger” puisqu’il se pourrait a priori qu’ils ne puissent pas se plonger.
Mais nous allons voir que cette pre´caution oratoire est superflue.
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de A˜dSn est localement le graphe d’une application 1-contractante de l’he´misphe`re
ronde Sn−1 dans R.
En particulier, comme le diame`tre d’une he´misphe`re est 2pi, on en de´duit qu’une
hypersurface est toujours contenue dans un domaine affine de A˜dSn.
De plus, le bord de AdSn dans Einn s’identifie canoniquement a` Einn−1 (en
effet : ce bord est la projection radiale de l’intersection entre C et e⊥0 , or, la restric-
tion de q2,n a` e
⊥
0 , lorsque e0 est de norme +1, est de signature (2, n− 1)). Comme
toute application 1-contractante de l’he´misphe`re dans R s’e´tend de manie`re unique
en une application 1-Lipschitz de l’he´misphe`re ferme´e dans R, on obtient que toute
hypersurface spatiale comple`te plonge´e dans A˜dSn se prolonge par une hypersurface
achronale de ∂AdSn ≈ E˜inn−1.
11.5.0.5. Comple´ments sur AdS3. Le cas n = 3 est particulie`rement remar-
quable : sur l’espace vectoriel des matrices 2 × 2, la fonction −det (oppose´ du
de´terminant) est une forme quadratique de signature (2, 2). L’espace anti-de Sit-
ter de dimension 3 H−2,2 s’identifie donc au groupe SL(2, R), muni de sa forme de
Killing. Le groupe des isome´tries contient manifestement SL(2, R)× SL(2, R), quo-
tiente´ par le sous-groupe engendre´ par (−id,−id), ou` le premier facteur agit sur
SL(2, R) par translation a` gauche, et le deuxie`me par translation a` droite. Ayant la
bonne dimension, et e´tant connexe, on voit ainsi (ou, peut-eˆtre, on interpre`te ainsi)
l’identification PSL(2, R) × PSL(2, R) ≈ PO0(2, 2), ces deux groupes se´tant l’un
comme l’autre le groupe des isome´tries de AdS3 pre´servant toutes les orientations.
Cette identification en e´tablit une autre : celle de ∂AdS3 = Ein2 avec RP
1 ×
RP 1, l’action de PSL(2, R)×PSL(2, R) sur RP 1×RP 1 e´tant tout simplement celle
provenant de chaque facteur sur chaque facteur. On justifie ainsi la formulation de
la remarque 2.22.
Pour plus de de´tails, voir [148, 29]. Remarquons que la classification des
champs de Killing de AdS3 dans [13] peut eˆtre radicalement simplifie´e : il est
inutile de conside´rer les invariants de Casimir pour reconnaitre les paires de classes
de conjugaison d’isome´tries du disque de Poincare´...
11.5.0.6. Varie´te´s conformes globalement hyperboliques maximales. Nous l’a-
vons de´ja` remarque´ : les diverses notions de causalite´ ont pour objet non pas les
me´triques lorentziennes, mais ve´ritablement leurs classes conformes. Ceci vaut pour
les notions d’hypersurfaces de Cauchy et d’hyperbolicite´ globale. Il est alors le´gitime
de s’interroger sur la validite´ de l’analogue du The´ore`me de Choquet-Bruhat-Geroch
(The´ore`me 11.37) dans le contexte des varie´te´s conforme´ment plates. Le The´ore`me
suivant, dont nous re´servons une de´monstration a` d’autres circonstances, re´pond
positivement a` cette question :
The´ore`me 11.51. Toute varie´te´ conforme´ment plate est globalement hyperbo-
lique admet un Cauchy-plongement dans une varie´te´ conforme´ment plate globale-
ment hyperbolique maximale. Cette varie´te´ globalement hyperbolique maximale est
unique a` transformation conforme pre`s.
Remarquons que l’Univers d’Einstein universel E˜inn est globalement hyperbo-
lique maximal. Il est du reste facile de montrer que, pour n ≥ 3, il s’agit de la seule
varie´te´ de dimension n conforme´ment plate Cauchy compacte maximale admettant
une hypersurface de Cauchy simplement connexe. Or, l’espace de Sitter, qui, en tant
que varie´te´ lorentzienne a` courbure constante, est Cauchy-compact maximal, admet
un Cauchy-plongement non surjectif dans l’Univers d’Einstein ; et, de manie`re plus
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ge´ne´rale, on peut raisonnablement penser que tout ouvert globalement hyperbo-
lique de E˜inn admettant une hypersurface de Cauchy diffe´omorphe a` S
n−1 (il y en
a beaucoup !) admet dans sa classe conforme une me´trique lorentzienne globalement
hyperbolique maximale.
Ainsi, la classification des varie´te´s lorentziennes conformes Cauchy-compactes
maximales semble beaucoup plus abordable que celle des varie´te´s lorentziennes
Cauchy-compactes maximales elles-meˆme. Ne´anmoins, j’ignore encore la re´ponse
a` la question suivante -mais que je suspecte fortement eˆtre positive - ce doute
tempe´rant la porte´e de la remarque pre´ce´dente :
Question : Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne Cauchy-compacte maximale a`
courbure constante ne´gative ou nulle. La varie´te´ conforme (M, [g]) est-elle maximale
en tant que varie´te´ Cauchy-compacte conforme´ment plate ?
CHAPITRE 12
Varie´te´ globalement hyperbolique a` courbure
constante
Je reproduis dans ce chapitre l’introduction de l’article [26], puis fournit des
comple´ments et commentaires dans § 12.2. Les renvois a` d’autres sections dans cette
introduction ne sont pas des renvois aux chapitres du pre´sent me´moire, mais a` des
parties de l’article [26].
12.1. “Introduction”
Results concerning flat lorentzian manifolds is the mathematical litterature are
mostly devoted to the case of closed manifolds (i.e. compact without boundary).
And as a byproduct of this activity, the structure of closed flat manifolds has been
elucidated in a quite satisfying way : see for example [28] for a quick survey on this
problem.
But the non-compact case remains essentially open and non considered, with
the notable exception of the works related to Margulis spacetimes emerging from
a question by Milnor concerning the (non)solvability of discrete groups acting on
Minkowski space (see also [28]).
On the other hand, there is an important and natural notion in lorentzian
geometry : the global hyperbolicity. This notion is central in physics, in the area
of classical General Relativity. And it is incompatible with compactness : a glo-
bally hyperbolic lorentzian manifold is never compact. Because of this physical
background, besides the notational convenience it provides, we call (flat) lorentzian
manifolds (flat) spacetimes.
A globally hyperbolic (abbrevation GH) spacetime is a spacetime M admitting
a Cauchy hypersurface, i.e. a hypersurface S which :
- is spacelike (i.e., the lorentzian metric restricts on S as a riemannian metric),
- disconnects M ,
- intersects every unextendible nonspacelike curve (i.e., for which every tangent
vector has nonpositive norm) (see §2.4 for a more complete definition).
(M, S) is a maximal GH spacetime (abbrevation MGH) if the only GH space-
time containing M and for which S is still a Cauchy hypersurface, is M itself. A
fundamental theorem by Choquet-Bruhat-Geroch ([69]) states than every GH pair
(M, S) can be extended in a unique way to a maximal GH spacetime N in which
S is still a Cauchy hypersurface.
It is quite surprising that the classification of flat MGH spacetimes, which is
the central topic here, has not been previously systematically undertaken. Such
a classification has its physical interest, and even more, a mathematical one. It
appears as a general extension of Bieberbach’s theory to the lorentzian context.
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Actually, such a classification is not possible without some additional require-
ment : we will only consider here Cauchy-complete GH spacetimes, i.e., GH spa-
cetimes admitting a Cauchy hypersurface on which the lorentzian ambient metric
restricts as a complete riemannian metric. Among Cauchy-complete GH space-
times, we distinguish the important subfamily of Cauchy-compact ones, for which
the Cauchy hypersurface is closed. Cauchy-complete GH spacetimes which cannot
be isometrically embedded in any bigger Cauchy-complete GH spacetimes, with
no additional restriction on Cauchy surfaces, is absolutely maximal (abbrevation :
AMGH spacetimes).
The most obvious examples of Cauchy-complete MGH spacetimes are simply
quotients of Minkowski itself by discrete groups of spacelike translations. We call
these examples translation spacetimes.
Next, there is another natural family that we call Misner spacetimes (see §3.2) :
there are quotients of the future in Minkowski of a spacelike (n − 2)-subspace P
by an abelian discrete group whose elements all admit as linear part a boost (or
loxodromic element, maybe trivial) acting trivially in P , and translation part in P .
There is also the family of unipotent spacetimes, described in §3.3 : let’s briefly
mention here that each of these spacetimes is the quotient of domain Ω in Minkowski
delimited by one or two parallel degenerate hyperplanes by an abelian discrete group
of unipotent isometries of Minkowski.
Finally, and maybe the most interesting one, we have the family of what we call
here Cauchy-hyperbolic spacetimes. In this family of examples, the linear part L :
Γ → SO0(1, n−1) of the holonomy morphism will be injective, with image a discrete
subgroup of SO(1, n−1) without torsion. Therefore, we consider Γ ≈ L(Γ) directly
as a discrete subgroup of SO(1, n − 1). We moreover assume Γ nonelementary,
meaning that the orbits of its action on H
n−1
are all infinite.
We first consider the case where Γ is a cocompact lattice of SO0(1, n−1). Let Ω
+
be the connected component of {Q < 0} geodesically complete in the future, and Ω−
the other connected component : Ω− is geodesically complete in the past. The action
of Γ on Ω± is free and properly discontinuous : we denote by M±(Γ) the quotient
manifold. Every level set {Q = −t2} ∩ Ω± is Γ-invariant ; it induces in M±(Γ) a
hypersurface with induced metric of constant sectional curvature − 1t2 . Recall that
{Q = −1} is the usual representant of the hyperbolic space, therefore, the flat
lorentzian metric on M±(Γ) admits the warped product form −dt2 + t2g0, where
g0 is the hyperbolic metric on Γ\H
n−1. We call these examples radiant standart
spacetimes. Observe that M+(Γ) (resp. M−(Γ)) is geodesically complete in the
future (resp. in the past), and that there is a time reversing isometry between
them.
In [148] or [2], it is shown that any representation of a Γ in Isom(Mn) admitting
as linear part an embedding onto a cocompact lattice of SO(1, n−1) preserves some
future complete - and also a past complete - convex domain of Minkowski, in such
a manner that the quotients of these domains by ρ(Γ) are Cauchy-compact AMGH
spacetimes . These spacetimes are called by G. Mess and L. Andersson standart
spacetimes.
When the linear part Γ is still a nonelementary discrete subgroup, but not
cocompact in SO(1, n− 1), the question is slightly more delicate. In §4, we extend
the family of standart spacetimes to a more general one : the family of Cauchy-
hyperbolic spacetimes (definition 4.18). Briefly speaking, they are still quotients
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of semicomplete convex domains of Minkowski by discrete groups of isometries
admitting as linear part a discrete subgroup. But, even in the radiant case, i.e.
when ρ(Γ) preserves a point in Minkowski, let’s say, the origin, the associated
Cauchy-hyperbolic spacetime is not always the quotient ρ(Γ)\Ω± as above, but
most oftenly some bigger spacetime.
As a last comment on these examples, in §4.4.2 we prove that when Γ is a convex
cocompact Kleinian group, then any discrete subgroup of Isom(Mn) admitting Γ
as linear part preserves a semicomplete domain of Minkowski, i.e. is the holonomy
group of some Cauchy-hyperbolic spacetime. This claim is not as trivial as it may
appear at first glance : in proposition 4.22, we exhibit a (nonuniform) lattice Γ in
SO0(1, 2)) such that, a representation ρ : Γ → Isom(M
n) for which L ◦ ρ is the
identity morphism can preserve a semicomplete convex domain if and only if it is
radiant, i.e. preserves a point in Minkowski. This fuchsian group Γ is nothing but
the group associated to the 3-punctured conformal sphere.
Convex cocompact Kleinian groups form an important family including cocom-
pact Kleinian groups or Schottky groups, which are essentially the only examples
appearing in the physical litterature, except geometrically finite Kleinian groups
(convex cocompact Kleinian groups can be defined as geometrically finite Klei-
nian groups without parabolic elements). The correct way to extend this result to
geometrically finite Kleinian groups is an interesting question, even in the 2 + 1-
dimensional case.
Before stating the classification’s Theorems, let’s indicate a natural way to pro-
duce GH spacetimes from other ones : given a flat GH spacetime M , a flat euclidian
manifold N , and a representation r : pi1(M) → Isom(N), the total space B of the
suspension bundle over M with fiber N and monodromy r is naturally equipped
with a flat lorentzian metric which is still globally hyperbolic. The resulting space-
time B from this construction, which is defined with more details in §5.2, is called
the twisted product of M by N with monodromy r. The case where N is an eu-
clidean linear space and the representation r admits a global fixed point in N is
particularly pleasant : we say then that B is a linear twisted product over M .
We now express the main theorem of this paper, essentially stating that the
examples above provide the complete list of flat Cauchy-complete MGH spacetimes.
In the following statement, a tame embedding is an isometric embedding inducing
an isomorphism between fundamental groups.
The´ore`me 12.1. Up to finite coverings and linear twisted products, every
Cauchy-complete globally hyperbolic flat spacetime can be tamely embedded in an
absolutely maximal globally hyperbolic spacetime which is a translation spacetime,
a Misner spacetime, a unipotent spacetime, or the twisted product of a Cauchy-
hyperbolic flat GH spacetime by an euclidean torus.
The Cauchy-compact case deserves its own statement :
The´ore`me 12.2. Up to finite coverings, every maximal Cauchy-compact glo-
bally hyperbolic flat spacetime is isometric to a translation spacetime, a Misner
spacetime, or the twisted product of a standart spacetime (Cauchy-compact Cauchy-
hyperbolic GH spacetime) by an euclidean torus.
The proofs of these theorems are written here in a quite intricate way, since it
involves particular subcases to consider separately. Hence, we collect along the text
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all the elements of the proof, and then indicate in §11 the way to reconstruct from
these intermediate results the complete proofs of the theorems.
Theorem 12.1 actually is not a full classification theorem : indeed, in a gi-
ven MGH spacetime we can embed many different MGH spacetimes - consider for
example the Minkowski space itself ! But, such a complete classification of Cauchy-
complete GH spacetimes is not only unrealistic, it is furthermore useless when we
adopt the point of view that the object of study here is the holonomy group Γ. In
other words, our essential procedure is to associate to suitable discrete subgroups
of Isom(Mn) some invariant domains of Minkowski (regular convex domains) on
which the dynamical behaviour of the group preserves some causality properties.
As a corollary of theorem 12.2, we obtain that closed Cauchy hypersurfaces of
globally hyperbolic flat spacetimes are homeomorphic to finite quotients of products
of tori with hyperbolic manifolds. This generalizes [172] in any dimension, without
the superfluous 3-dimensional topological arguments used in [172].
There are other works related to the present work : in [173], K. Scannell clas-
sified Cauchy-compact maximal globally hyperbolic spacetimes with constant sec-
tionnal curvature +1 : the topological type of the Cauchy hypersurface S being
fixed, there is a 1 − 1 correspondance between MGH spacetimes and riemannian
flat conformal structures on S. Maximal globally hyperbolic Cauchy-compact spa-
cetimes with constant curvature −1 of dimension 2 + 1 are classified in [148]. We
should mention that results in [172], [148] are not stated in the terminology of GH
spacetimes, but our presentation follows immediately from their works.
In [2], L. Andersson classified flat Cauchy-compact MGH spacetimes, but with
the initial hypothesis that Cauchy hypersurfaces have hyperbolic type. He proves
also that these spacetimes all admit foliations by constant mean curvature hypersur-
faces (abbreviation, CMC foliation), which is unique in a given spacetime. Thanks
to theorem 12.2, we can extend this result to the elementary case. It is done in §12.
The present paper includes also a generalization to any dimension of the charac-
terization of ”spacelike regions” for isometries of Minkowski made in [60] (”spacelike
regions” of [60] are called here achronal domains).
12.2. Commentaires
Comme il est indique´ dans cette introduction, l’article [26] contient donc une
classification comple`te des varie´te´s lorentziennes plates Cauchy-compactes maxi-
males. J’estime, a` la lumie`re de la remarque 11.35, et au vu des ingre´dients communs
dans la preuve (dans l’esprit de [57]), que cette classification est, dans une certaine
mesure, une continuation naturelle du The´ore`me de Bieberbach bien connu, selon
lequel toute varie´te´ euclidienne ferme´e est finiment reveˆtue par un tore plat.
Cet article contient aussi une partie construction d’exemples qui reveˆt son
propre inte´reˆt. Y apparait de manie`re capitale l’espace des hyperplans affines de´ge´ne´-
re´s de l’espace de Minkowski, que nous appelons bord de Penrose (car il s’agit de la
partie re´gulie`re du bord de Penrose conside´re´ dans plusieurs travaux en physique ;
nous ne souhaitons pas nous e´tendre sur ce point). Le bord de Penrose en notre
sens est diffe´omorphe au produit Sn−2 × R de la sphe`re conforme avec une droite
de´ge´ne´re´e (en aucun cas il ne faut assimiler le bord de Penrose avec E˜inn−1 !).
De manie`re succinte, indiquons que si Γ est un groupe discret d’isome´tries
de l’espace de Minkowski, qui de plus est non-e´le´mentaire (au sens ou` sa partie
line´aire est un sous-groupe de SO0(1, n − 1) qui ne fixe pas un ensemble fini de
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Hn−1 ∪ ∂Hn−1), alors montrer l’existence d’une varie´te´ plate Cauchy-compacte ad-
mettant comme groupe d’holonomie Γ e´quivaut a` montrer que l’action de Γ sur le
bord de Penrose pre´serve un compact. Lorsqu’un tel compact invariant existe, il
contient un unique ferme´ Γ-invariant minimal M qui est une sphe`re topologique,
graphe d’une application de Sn−2 dans R. Les e´le´ments de M sont des hyper-
plans de´ge´ne´re´s qui s’interpre`tent comme e´tant les hyperplans supports de deux
domaines convexes ouverts Ω± de Minkowski : les varie´te´s lorentziennes plates
Cauchy-compactes maximales d’holonomie Γ sont les quotients Γ\Ω± : il y en a
deux, l’une ge´ode´siquement comple`te dans le futur, l’autre dans le passe´.
Il s’ave`re que les repre´sentations Γ → G = Isom(R1,n−1) satisfaisant cette
hypothe`se sont (G, Y )-Anosov, ou` Y est l’espace des paires de points du bord
de Penrose qui ne sont pas sur une meˆme droite de´ge´ne´re´e. J’ai pris conscience
de ce fait poste´rieurement a` la re´daction de [26], mais il me semble utile de le
rapporter ici, puisqu’il s’agit d’une illustration parmi d’autres des liens unissant
les diverses parties de ce me´moire. Allie´ a` la stabilite´ structurelle, il permet de
donner une nouvelle preuve (ou plutoˆt, une nouvelle formulation de celle de Mess)
de l’obtention de varie´te´s Cauchy-compactes par de´formations de repre´sentations
de re´seaux cocompacts de SO0(1, n− 1).
Du reste, l’analogue de cette remarque dans le contexte anti-de Sitter reste va-
lable selon toute vraisemblance. C’est le moment d’indiquer que la classification des
varie´te´s Cauchy-compactes localement anti-de Sitter a e´te´ effectue´e en dimension
3 par G. Mess dans le preprint pionnier [148] (on peut aussi conseiller la lecture de
[29]) ; mais l’extension a` toute dimension de cette classification reste une question
autant ouverte que captivante.
La classification des varie´te´s Cauchy-compactes localement de Sitter a obtenue
une re´ponse des plus satisfaisante dans la la the`se de K. Scannell ([173]) : si Σ est
une varie´te´ ferme´e de dimension n − 1, il y a une correspondance bijective entre
les me´triques lorentziennes localement de Sitter Cauchy-compactes maximales sur
Σ×R qui sont ge´ode´siquement comple`tes dans le futur, et les (SO0(1, n−2), S
n−1)-
structures sur Σ. Ces varie´te´s sont toutes re´gulie`res, au sens ou` leur fonction temps
cosmologique est re´gulie`re, sauf celles qui sont elliptiques ou paraboliques, i.e., les
quotients finis de de Sitter, ainsi que celles dont la structure conforme correspon-
dante sur Σ est quotient conforme de Rn−1 euclidien.
Ajoutons un commentaire sur les espaces unipotents e´voque´s dans l’“introduc-
tion” : la premie`re occurence que j’en ai de´tecte´ dans la litte´rature, en dimension
3 + 1, est [93], sous un aspect le´ge`rement diffe´rent, puisque dans cet article D.
Fried s’inte´resse surtout au quotient de Minkowski tout entier par le groupe abe´lien
Γ d’isome´tries unipotentes ; dans [26], bien qu’ignorant encore ces exemples de
Fried, je montre qu’ils ne sont pas globalement hyperboliques, mais contiennent
(une infinite´) des ouverts globalement hyperboliques (mais non Cauchy-compacts !).
Une description plus de´taille´e des proprie´te´s causales de ces espaces de Fried reste
a` faire.
Indiquons aussi la the`se re´cente de F. Bonsante e´tudiant, entre autre, la fonction
temps cosmologique des varie´te´s plates Cauchy-compactes : elles sont re´gulie`res,
sauf celles qui sont quotients de Minkowski tout entier (voir [45, 46]).
Enfin, il est fait allusion dans l’“introduction” de l’existence et unicite´ de feuille-
tages CMC sur les varie´te´s plates Cauchy-compactes : cet aspect est l’objet du
chapitre suivant (voir The´ore`me 13.4).
CHAPITRE 13
Feuilletages et temps CMC
Je produis ici une version remanie´e de la Note au CRAS [27], que j’ai publie´e
conjointement avec F. Be´guin, et A. Zeghib. Cette Note pre´sente les re´sultats de
l’article [29].
13.1. Note
Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne (non compacte), satisfaisant l’e´quation
d’Einstein dans le vide avec constante cosmologique Λ :
Ricci(g) = Λg.
Les me´triques a` courbure sectionnelle constante sont des exemples de telles varie´te´s
lorentziennes, dans ce cas, la courbure sectionnelle est nΛ, ou` n est la dimension
de M . Nous ne conside´rons aussi que le cas ou` Λ est ne´gative ou nulle.
Cette introduction a pour but de pre´senter des notions classiques, qui ont l’avan-
tage de mettre en perspective les re´sultats annonce´s ici a` l’attention du lecteur non
familier avec le sujet. Le lecteur averti est invite´ a` passer a` l’e´nonce´ du the´ore`me
13.2.
Notre convention est celle en usage en relativite´ ge´ne´rale : la me´trique lorent-
zienne g est de signature (−, +, . . . , +). Une courbe de classe C1 dans (M, g) est de
type temps ou temporelle, si ses vecteurs tangents sont de g-norme ne´gative. Une
hypersurface immerge´e est spatiale si g s’y restreint en une me´trique riemannienne.
La me´thode classique pour traiter la re´solution de l’e´quation d’Einstein consiste
a` se placer dans un voisinage tubulaire d’une hypersurface spatiale plonge´e Σ, et
de ne garder comme donne´es que la me´trique riemannienne g¯ sur Σ obtenue par
restriction de g, et la seconde forme fondamentale II. La question devient alors : a`
quelle condition une me´trique riemannienne (Σ, g¯) se re´alise-t-elle par un plonge-
ment isome´trique dans une varie´te´ lorentzienne d’Einstein, de seconde forme fon-
damentale II ?
Nous ne cherchons pas a` de´velopper d’une manie`re comple`te cette question,
renvoyant a` l’excellent texte [3]. Indiquons quelques points :
- toute donne´e (Σ, g¯, II) n’admet pas de solution ; pour ce faire, elle doit satisfaire
une certaine e´quation, dite e´quation des contraintes.
- les solutions recherche´es sont les espaces temps (M, g) pour lesquelles (Σ, g¯) se
re´alise en tant qu’hypersurface de Cauchy, c’est-a`-dire, d’hypersurface rencontre´e
par toute courbe de type temps inextensible. Ces espaces temps sont dits de´veloppe-
ments de Cauchy de (Σ, g¯, II). Un d’entre eux est dit maximal si tout plonge-
ment isome´trique de (M, g) dans un de´veloppement de Cauchy de (Σ, g¯, II) est un
diffe´omorphisme. Cette restriction aux de´veloppements de Cauchy ne fait perdre au-
cune ge´ne´ralite´ du point de vue local. Les espaces temps de´veloppements de Cauchy
d’une hypersurface plonge´e sont dits globalement hyperboliques, en abre´ge´, espace
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temps GH. Ils sont tous diffe´omorphes a` un produit Σ×R, ou` chaque tranche Σ×{∗}
est une hypersurface de Cauchy. De plus, ces espaces temps sont chronologiquement
oriente´s, c’est-a`-dire, il existe un champ de vecteurs de norme partout ne´gative, ce
qui assigne a` chaque courbe temporelle une orientation future ou passe´e, et permet
de de´finir le futur et le passe´ de toute partie de (M, g).
- le proble`me ainsi pose´ est encore mal adapte´ aux techniques classiques. Un obs-
tacle majeur est la dimension infinie de l’espace des solutions, car l’e´quation d’Ein-
stein est invariante par le groupe des diffe´omorphismes de la varie´te´ ambiente.
Pour lever cet obstacle, on re´duit l’espace des solutions en imposant des contraintes
supple´mentaires. Deux me´thodes classiques re´alisent ce programme. La premie`re
me´thode consiste a` fixer des coordonne´es locales (x1, . . . , xn) (telles que la surface
Σ × {0} correspond a` (xn = 0)), et d’imposer que ces coordonne´es soient harmo-
niques pour la me´trique solution recherche´e (ce qui ne fait perdre aucune ge´ne´ralite´
au proble`me). L’e´quation d’Einstein devient alors une EDP hyperbolique quasi-
line´aire que les techniques classiques permettent de re´soudre. Cette ide´e est au
fondement de la preuve du :
The´ore`me 13.1. (Choquet-Bruhat, Geroch [69]) — Toute donne´e (Σ, g¯, II)
satisfaisant l’e´quation des contraintes admet un de´veloppement de Cauchy maximal,
unique a` isome´tries pre`s.
Ce the´ore`me focalise l’inte´reˆt sur les espaces temps globalement hyperboliques.
Signalons la fameuse Conjecture de Censure Cosmique (version forte), stipulant que
les de´veloppements de Cauchy maximaux sont aussi maximaux en tant qu’espaces
temps d’Einstein pour une famille ge´ne´rique de donne´es de Cauchy (Σ, g¯, II). Nous
utilisons la notation abre´ge´e GHM pour les espaces temps GH maximaux (au sens
ou` ils sont de´veloppements de Cauchy maximaux de leurs hypersurfaces de Cauchy).
L’autre me´thode de re´solution de l’e´quation d’Einstein consiste a` se restreindre
aux solutions sur Σ × R pour lesquelles chaque ”tranche” spatiale Σ × {∗} est a`
courbure moyenne constante (CMC en abre´viation). L’e´quation se simplifie la` aussi
de manie`re remarquable. L’aspect de´sagre´able de cette approche est de supposer
l’existence d’une hypersurface CMC.
Nous nous inte´ressons ici aux espaces temps a` courbure constante (qui satisfont
en particulier l’e´quation d’Einstein). Rappelons que les espace temps de dimension
2 + 1 qui satisfont l’e´quation d’Einstein sont tous a` courbure constante (ces espaces
temps be´ne´ficient d’un inte´reˆt particulier, offrant un cadre simplifie´ pour l’e´tude
des proble`mes de gravite´ quantique). Les espaces lorentziens mode`les de courbure
constante nulle, positive et ne´gative sont respectivement l’espace de Minkowski ,
l’espace de Sitter (note´ dSn), l’espace anti-de Sitter (note´ AdSn).
G. Mess a classifie´ les espaces Cauchy-compacts (i.e., admettant une hypersur-
face de Cauchy compacte) maximaux de dimension 2 + 1 en courbures constantes
nulle et ne´gative, chacun de ces espaces correspondant a` la donne´e de deux points
dans l’espace de Teichmu¨ller de la surface de Cauchy ([148], les espaces GHM y
sont appele´s domaines de de´pendance). La surface de Cauchy ne peut jamais eˆtre de
genre 0 (i.e., une sphe`re), mais, contrairement a` ce qu’affirme (et croit de´montrer)
Mess, elle peut fort bien eˆtre de genre 1, meˆme lorsque la courbure ambiante est
ne´gative. Les questions traite´es dans cette note dans le cas particulier ou` le genre
est 1 s’e´tudient de manie`re diffe´rente, mais plus facile sur bien des aspects. Nous
pre´fe´rons ne pas commenter ici ce cas, et supposons dore´navant que le genre de la
surface de Cauchy est plus grand que 2.
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Dans [148], G. Mess e´voque la question, de´ja` d’actualite´ dans la communaute´
physique, de l’existence de feuilletages CMC dans les espaces temps GHM de cour-
bure constante. C’est pre´cise´ment l’objet de cette note :
The´ore`me 13.2. Toute varie´te´ lorentzienne Cauchy-compacte maximale de
dimension 2 + 1 a` courbure constante ne´gative ou nulle admet une unique fonction
τ a` valeurs re´elles dont chaque fibre τ−1(k) est une surface de Cauchy a` courbure
moyenne constante k. De plus, τ est strictement croissante le long des courbes
temporelles oriente´es vers le futur.
Nous traitons a` la section 2 le cas le plus de´licat ; celui de la courbure ne´gative.
Nous discutons celui de la courbure nulle, ainsi que le cas de la dimension supe´rieure,
a` la section 13.3 Signalons ici que L. Andersson a montre´ le the´ore`me 13.2 dans le
cas ou` la varie´te´ conside´re´e est de courbure nulle, de dimension quelconque, sous
l’hypothe`se que les hypersurfaces de Cauchy admettent une me´trique hyperbolique
([2]). La preuve d’Andersson est analogue a` la notre en son esprit.
Le the´ore`me 13.2 nous semble inte´ressant a` plusieurs titres :
- il est toujours inte´ressant d’exhiber un objet ge´ome´trique (ici un feuilletage CMC)
caracte´ristique puisque unique. Le the´ore`me implique en fait l’unicite´ des surfaces
spatiales compactes de courbure moyenne constante donne´e k. En effet, les hyper-
surfaces CMC dans les varie´te´s lorentziennes ve´rifient un ”Principe du Maximum”.
Dans notre cas, si Σ est une telle surface dans (M, g), ce ”Principe du maximum”
assure les ine´galite´s k ≥ Max{τ(x)/x ∈ Σ} et k ≤ Min{τ(x)/x ∈ Σ}.
- la notion d’hypersurface CMC est naturellement lie´e a` l’e´quation d’Einstein,
comme en te´moigne son intervention dans la re´solution de l’e´quation d’Einstein,
- il est remarquable que ces feuilletages CMC, conside´re´s comme famille de sur-
faces riemanniennes parame´tre´es par leur courbure moyenne, induisent, lorsqu’on
ne retient des me´triques que leurs classes conformes, des chemins parame´tre´s dans
l’espace de Teichmu¨ller qui sont les projections des orbites d’un flot Hamiltonien
non-autonome sur le cotangent de l’espace de Teichmu¨ller, dit flot de Moncrief
(voir [151], [5]). Le the´ore`me 13.2 permet de comple´ter ces travaux, qui suppo-
saient l’existence d’une hypersurface CMC, permettant d’identifier dore´navant de
manie`re comple`te la classe des espaces Cauchy-compacts maximaux de topologie
Σ×R de courbure constante ne´gative ou nulle avec l’espace des orbites des flots de
Moncrief (un flot pour chaque signe de la courbure).
13.2. Pre´sentation de la preuve du the´ore`me en courbure ne´gative
Soit M une varie´te´ Cauchy-compacte maximale localement anti de Sitter de
dimension 2 + 1.
Premie`re e´tape : passage d’une surface CMC a` un feuilletage CMC : D’apre`s [5,
corollary 7], l’existence d’un feuilletage CMC dont les feuilles sont les fibres d’une
fonction temps t : M → R se re´duit a` l’existence d’une seule surface de type espace
qui soit CMC. Signalons ici que la preuve dans [5] utilise la re´duction de Moncrief
a` un flot hamiltonien sur le cotangent de Teichmu¨ller e´voque´e ci-dessus ; elle est
base´e sur une majoration de l’e´nergie de Dirichlet des tranches spatiales CMC.
Signalons aussi a` l’occasion que ce the´ore`me est valable pour les espaces temps
de dimension 2 + 1 a` courbure constante de tout signe, et non pas uniquement en
courbure ne´gative.
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Deuxie`me e´tape : Existence d’une surface CMC par la me´thode des barrie`res : Une
me´thode ge´ne´rale et classique pour trouver des hypersurfaces CMC est d’exhiber des
”barrie`res” infranchissables par le flot de la courbure moyenne, et contraignant ses
orbites a` converger vers une solution CMC. Une re´fe´rence ade´quate pour notre cadre
est [98], dont nous pre´sentons ici une version partielle et simplifie´e du the´ore`me
principal (Theorem 6.1) :
The´ore`me 13.3. Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne Cauchy-compacte. Soient
Σ−, Σ+ deux hypersurfaces plonge´es spatiales disjointes, Σ− e´tant dans le passe´
de Σ+. Soit k− (resp. k+) la borne supe´rieure (resp. infe´rieure) de la fonction
courbure moyenne sur Σ− (resp. Σ+). Alors, pour toute valeur re´elle k ve´rifiant
k− < k < k+, il existe une hypersurface spatiale plonge´e de courbure moyenne
constante k, contenue dans le futur de Σ− et le passe´ de Σ+.
Ce the´ore`me me´rite des commentaires additionnels. Il est bien connu que les
hypersurfaces spatiales plonge´es et compactes dans un espace temps GH sont des
hypersurfaces de Cauchy, isotopes les unes aux autres Ainsi, sous les hypothe`se du
the´ore`me, l’intersection entre le futur de Σ− et le passe´ de Σ+ est diffe´omorphe
a` Σ− × [0, 1], chaque {∗} × [0, 1] e´tant une courbe temporelle. Toute hypersurface
spatiale plonge´e dans ce domaine est alors le graphe d’une application de Σ− dans
[0, 1]. Le signe de la courbure moyenne (trace de la seconde forme fondamentale)
utilise le choix d’une orientation transverse, i.e., chronologique.
C. Gerhardt montre aussi ([98, Theorem 7.5]) un the´ore`me d’existence de
feuilletage CMC sous l’hypothe`se de la condition d’e´nergie forte (satisfaite dans
notre cadre) qui sugge`re une ide´e de preuve alternative pour la premie`re e´tape,
valable en toute dimension, e´vitant le recours au flot de Moncrief sur le cotangent
de Teichmu¨ller.
Troisie`me e´tape : Existence de barrie`res. C’est dans cette e´tape que se situe notre
contribution essentielle, et ou` intervient la description ge´ome´trique apporte´e par G.





2 + . . . + x
2
n sur R
n+1, alors AdSn est la nappe (Q = −1)
munie de la me´trique lorentzienne induite par Q. Le mode`le de Klein AdSn de
anti-de Sitter est la projection de AdSn dans RP
n. Dans ce mode`le, les ge´ode´siques
de la me´trique sont les intersections avec les droites projectives. Le bord de AdSn
dans RP n est une quadrique. En dimension n = 3, cette quadrique est un hyper-
bolo¨ıde a` une nappe. Il de´coule de la classification de G. Mess que tout espace
temps Cauchy-compact maximal a` courbure constante −1 est isome´trique au quo-
tient d’un ouvert convexe Ω de AdS3 par un sous-groupe discret Γ de SO0(2, 2).
De plus, l’adhe´rence de Γ rencontre l’hyperbolo¨ıde ∂AdS3 en une courbe de Jor-
dan Λ, topologiquement transverse aux deux re´glages de l’hyperbolo¨ıde. De plus,
l’enveloppe convexe Conv(Λ) de Λ dans RP 3 est d’inte´rieur contenu dans AdS3, et
l’adhe´rence de Conv(Λ) dans AdS3 est entie`rement contenue dans Ω ; sa frontie`re
dans Ω est l’union de deux disques topologiques Γ-invariants Σ˜−, Σ˜+ (en conve-
nant que Σ˜+ est dans le futur de Σ˜−, une orientation chronologique de Ω ayant
e´te´ pre´alablement fixe´e). Les disques “plisse´s” Σ˜−, Σ˜+ sont respectivement convexe
et concave (la nuance entre convexe et concave n’ayant de sens qu’apre`s se´lection
d’une orientation chronologique) de type espace (au sens ou` les hyperplans d’appui
a` Conv(Λ) en des points de Σ˜± ont pour intersection avec AdS3 des hyperplans
totalement ge´ode´siques de type espace). En particulier, les disques plisse´s Σ˜−, Σ˜+
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sont des surfaces spatiales a` courbure moyenne (de´finie au sens des distributions)
respectivement ne´gative et positive.
Le quotient de Conv(Λ) par Γ se plonge isome´triquement dans la varie´te´ glo-
balement hyperbolique Γ\Ω en un domaine U borde´ par les hypersurfaces topolo-
giques Σ−, Σ+ quotients des disques plisse´s Σ˜−, Σ˜+. Ces hypersurfaces sont les pre´-
candidats naturels pour le roˆle de barrie`res ne´cessaire pour l’utilisation du the´ore`me
13.3 ; il y a cependant deux obstacles :
- en ge´ne´ral, ces hypersurfaces topologiques ne sont pas lisses,
- ces hypersurfaces sont respectivement convexe et concave, mais ne sont jamais
strictement convexe et concave (elles ont syste´matiquement des zones totalement
ge´ode´siques).
Nous levons le premier obstacle en montrant que les hypersurfaces Σ± sont C
0-
approximables par des hypersurfaces lisses spatiales Σ∞± respectivement convexe et
concave. Le deuxie`me est leve´ par le fait que pour les  > 0 suffisamment petits, les
points a` distance chronologique  dans le futur (resp. le passe´) de Σ∞+ (resp. Σ
∞
− )
forment une hypersurface de seconde forme fondamentale de´finie positive (resp.
de´finie ne´gative). Ce sont les barrie`res permettant l’application du the´ore`me 13.3.
13.3. Courbure constante nulle, dimensions supe´rieures.
La preuve du the´ore`me 13.2 lorsque l’espace temps est de courbure nulle, suit
dans ses grandes lignes la preuve pre´sente´e ci-dessus, mais utilise de manie`re cruciale
le fait que, pour tout espace temps Cauchy-compact maximal plat (M, g), il existe
une famille a` un parame`tre (Ut, gt) d’espaces temps plats GH compacts a` bord,
continue pour la topologie C∞, telle que :
- chaque (Ut, gt) (t 6= 0) se plonge isome´triquement en une sous-varie´te´ de (M, g)
borde´ par des hypersurfaces de Cauchy,
- (U0, g0) se plonge isome´triquement dans un espace temps Cauchy-compact maxi-
mal qui est quotient du coˆne futur de l’origine dans Minkowski par un sous-groupe
de SO(1, 2).
Le coˆne futur admet une fonction temps CMC e´vidente : la forme quadratique
lorentzienne elle-meˆme. Les fibres de cette fonction temps dans U0 induisent par
proximite´ des surfaces spatiales dans Mt de courbure moyenne controlable, four-
nissant des barrie`res ve´rifiant les hypothe`ses de 13.3. Cet argument est inope´rant
dans le cas des espaces temps de courbure non nulle. Cependant, il assure que la
proprie´te´ d’admettre une hypersurface CMC est ouverte parmi les espaces temps
conside´re´s ici.
Pour passer a` la dimension supe´rieure, deux difficulte´s techniques sont a` relever :
1.- L’existence d’une hypersurface CMC en dimension supe´rieure n’assure plus a
priori l’existence d’un feuilletage CMC, l’article [5] n’e´tant appliquable qu’en di-
mension 2 + 1 ;
2.- On doit montrer formellement que toute hypersurface spatiale concave ou convexe
est C0 approximable par une hypersurface spatiale lisse concave ou convexe.
Lorsque la courbure est nulle, la classification de [148] des Cauchy-compacts
maximaux s’e´tend lorsque les hypersurfaces de Cauchy sont home´omorphes a` des
varie´te´s hyperboliques (voir [2]). Le point 2 peut alors eˆtre contourne´ exactement
comme en dimension 2 + 1, et le point 1 est pallie´ par des arguments alternatifs.
Un argument possible est celui utilise´ dans [2] en recourant au flot de Gauss, qui
aboutit a` l’analogue du the´ore`me 13.2 en courbure nulle et dimension quelconque.
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En courbure ne´gative, il faudrait d’abord e´tendre la classification de [148].
La re´solution du point 2 assurerait l’existence de barrie`res auxquelles appliquer le
the´ore`me 13.3, menant a` l’existence d’hypersurfaces CMC de courbure moyenne
proche de 0. Nous n’avons aucune ide´e pour re´soudre le point 1 dans ce contexte.
13.4. Pre´cisions
13.4.1. Le cas courbure nulle. En courbure 0, c’est-a`-dire, pour les varie´te´s
Cauchy-compactes localement isome´triques a` l’espace de Minkowski, la classifica-
tion faite dans mon article [26] - poste´rieur a` [27] - permet d’e´tendre le The´ore`me
13.2 de la manie`re suivante (e´tant entendu qu’un feuilletage CMC est une feuille-
tage de codimension dont chaque feuille est de type espace et compacte, de courbure
moyenne constante, mais non ne´cessairement fibres d’un temps CMC) :
The´ore`me 13.4 (The´ore`me 12.1 de [26]). Toute varie´te´ plate Cauchy-compacte
admet un feuilletage CMC, qui est unique a` isome´tries pre`s. Les fibres de ce feuille-
tage sont les fibres d’une fonction temps CMC, sauf si la varie´te´ est finiment
reveˆtue par un espace-temps de translation (i.e., le quotient de l’espace de Minkowski
R1,n−1 par un groupe Γ de translations de type espace de rang n− 1). Dans ce cas,
toute hypersurface ferme´e spatiale de courbure moyenne constante est totalement
ge´ode´sique, quotient par Γ d’un hyperplan affine de type espace de Minkowski.
13.4.2. Le cas de Sitter dS3. L’existence de feuilletages et temps CMC est
traite´e dans mon survey avec A. Zeghib :
The´ore`me 13.5 (The´ore`me 5.4 de [28]). Toute varie´te´ localement de Sitter
Cauchy-compacte maximale admet un feuilletage CMC. Elles admettent aussi un
temps CMC, sauf les elliptiques et les paraboliques.
Pour la de´finition de varie´te´s de Sitter elliptiques ou paraboliques, voir § 12.2.
La preuve de ce The´ore`me utilise la dualite´ entre l’espace de Sitter et l’espace
hyperbolique e´voque´e a` la remarque 11.45, ainsi que l’existence sur tout bout hy-
perbolique d’un feuilletage par feuilles a` courbure scalaire constante ([141]).
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